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摘 要
为了描述电子在介观系统中的输运，我们建立了一套系统的计算电流和散
粒噪声的量子主方程方法。主要的推导的思路如下。首先，我们对电极和系统
的耦合 Hamiltonian作二阶微扰展开，然后对电极的热库态求条件性的平均，从
而得到了一个关于约化系统密度矩阵的粒子数分辨的量子主方程。基于这个方
程，我们建立了一套系统的描述电子输运特性的方法。
我们所建立的这套方法用来计算输运性质具有很宽的适用范围，以及在应
用方面有很多优点。（i）与 Gurvitz等人的多粒子波函数方法相比，我们的量子
主方程方法适用于有限温度，并且在实际应用中对大电压的要求不明显。（ii）
建立的粒子数分辨的主方程方法更具“扩展性”。例如可以对它进一步作系统的
修正，从而使得这一方法能够适用于任意电压，还能够对多体 Kondo效应等问
题进行深入的研究。（iii）与非平衡 Green函数相比，我们的方法更加简单，而
且对约化体系内的多体相互作用是严格处理的。此外，它更加适合电荷的涨落，
以及电荷输运的全计数统计等方面的研究。
此外，我们还介绍了这个方法在不同量子点系统中的应用。（i）无相互作用
的单能级量子点。我们通过很简单和直接的方式得到了著名的双势垒共振隧穿
的结果。（ii）单能级的量子点，存在多体 Coulomb相互作用和 Zeeman分裂。我
们把以前文献中的零频噪声的结果推广到了有限频率的结果。同时发现有限频
率的噪声对内部动力学以及隧穿耦合强度的非对称性更敏感。（iii）耦合的量子
点在不同的偏压区：无相互作用区域，单量子点以及双量子点 Coulomb阻塞区
域。点内以及点间的 Coulomb相互导致噪声谱中出现独特的行为。
我们还研究了与铁磁电极接触的耦合量子点中的自旋相关噪声谱。方法上，
我们采用了自旋分辨的量子主方程，它可以通过推广我们前面的粒子数分辨的
量子主方程得到。由于铁磁电极的自旋极化，Coulomb相互作用，以及双量子
点间的隧穿耦合之间的竞争机制，使得自旋相关的自关联以及互关联等噪声谱
表现出了相当丰富的行为。
最后，我们提出了利用输运双量子点系统作为量子比特测量仪器的想法，
并具体的研究了它的输出特性。例如，通过对电流对比度的研究发现，双量子
点测量仪器与单量子点测量仪器相比更适应温度的变化。此外，我们还讨论了
ii 量子输运的主方程方法以及在量子点系统中的应用
它的信噪比。通过研究各种不同几何结构对测量的影响，如左右隧穿耦合强度
的对称性，电容耦合对称性等，我们发现，在适当的对称性条件下，双量子点测
量仪器的信噪比可以接近 QPC的理论极限，从而达到理想的量子极限测量。
关键词：量子主方程，量子输运，量子测量，散粒噪声，自旋流噪声
Abstract
For quantum transport through mesoscopic systems, a quantum master
equation approach is established in terms of the compact expressions for both
transport current and the shot noise spectrum. Our derivation starts from the
second-order cumulant expansion of the tunneling Hamiltonian, and then fol-
lows the conditional average over the electrode reservoir states. This leads us
to obtain a particle number resolved quantum master equation in terms of the
reduced density matrix. Based this equation, we derived a general formalism for
both transport current and noise spectrum.
Our established approach serves as a convenient starting point to calculate
transport properties under a wide range of conditions, and it also has many ad-
vantages in applications. (i) In comparison with the theory proposed by Gurvitz
et al, this approach is applicable to finite temperature and do not require large
bias voltage. (ii) The established particle-number-resolved master equation is
much flexible. For instance, by further implementing the self-consistent Born
approximation, our theory will be applicable for arbitrary voltage, and enable us
to take a deep investigation of the problems such as the many-particle Kondo
effect etc. (iii) Comparing with the nonequilibrium Green’s function approach,
our approach is much simpler, and is able to treat the involving many-body in-
teractions strictly. Furthermore, this theory is more suitable for investigating the
fluctuations, as well as the full counting statistics of electron transport.
Applications of this approach to different quantum dot systems have also
been demonstrated. (i) A noninteracting single-level quantum dot. In this case,
the well-known result for resonant tunneling through double-barrier structures is
recovered in a simple and straightforward way. (ii) Interacting quantum dot in
the presence of Zeeman splitting. We extend the previous zero-frequency noises to
finite-frequency ones, which is found to be more sensitive to the internal dynamics
and the asymmetry of the coupling strength. (iii) Coupled quantum dots in
noninteracting regime, single-dot and double-dot Coulomb blockade regimes. The
iv 量子输运的主方程方法以及在量子点系统中的应用
intradot and interdot Coulomb interactions results in unique features in the noise
spectrum.
We also investigate the spin dependent noise properties of transport through
a pair of coupled quantum dots which is connected with two ferromagnetic elec-
trodes. Methodologically, we employ a spin-resolved master equation approach
which is obtained by including spin degrees of freedom in our previous particle
number resolved master equation. As a result of competition among the spin
polarization, Coulomb interactions, and dot-dot tunnel coupling, rich behaviors
are found for both self- and mutual correlation function of the spin-dependent
currents.
Finally, the double-dot transport system is proposed as the detector of charge
qubit, and its output characteristics are investigated. For the current visibility,
we find the double-dot detector is more tolerant of temperature than the single-
dot detector. Furthermore, we also studied its signal-to-noise property, based
on a full analysis of the setup configuration symmetry. It is found that the
effectiveness of the double-dot detector can approach that of an ideal detector,
if the symmetric capacitive coupling is taken into account.
Keywords: Quantum master equation, quantum transport, quantum measure-
ment, shot noise, noise of spin current
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6.4 信噪比的三维图。这里所选的参数与图 6.3 (A)中的参数一致. . . . 56

第一章 引言
随着半导体技术的迅猛发展，人们对介观系统的研究正在逐步深入。尤其
是近年来，由于微小介观器件的良好应用前景以及制备工艺的不断改进，人们
对超小结构中（如量子点）电子输运性质的研究已经成为一个热点。[28, 121]
介观（mesoscopic）系统，即介于宏观和微观的系统。由于它所研究的物质
尺度和纳米科技的研究尺度有很大重合（通常为1到100个纳米之间），所以又常
被称为“介观物理和纳米科技”。典型的结构就是超小的人造结构－量子点。由
于量子点是零维体系（三个维度的尺寸都受到限制，包含大约103− 109个原子），
其能谱是量子化的，所以量子点又被称为人造原子[72, 62, 5, 73]。而且现代的纳
米制造技术已经使得人们能够精确地控制量子点的大小和形状。
量子点独特的优点，引起了人们对它在电子输运研究方面的极大重视。首
先，量子点与外部电路（热库）所组成的耦合系统本身也是统计物理的基本问
题之一，即量子点系统与热库的粒子数和能量的交换引起的退相干等现象。因
此对它的研究有利于量子力学和统计物理的一些基本原理进行理论上的澄清和
实验上的检验。其次，其潜在的多方面的应用前景也是人们对它研究的强大推
动力。例如，量子点在一定的情况下可以作为整流器件[95, 116]，作为量子比特
的测量仪器[108, 53, 44, 59]，等其他相关的应用。
下面就量子点在输运特性方面的研究情况作一点简单介绍。
1.1 量子输运特性的研究
图 1.1(a) 显示了一个典型的量子点输运系统。其中(b)为其相应的能量示意
图，而(c)为各种量子点结构的扫描电子显微照片（图片取自文献[72]）。通过在
源极和漏极之间加上一个偏压 Vsd ，电子就可以从漏极经过量子点到达源极，
从而实现电子的输运。通过测量电流－偏压（或者电流－门电压）特性，人们
可以获取关于量子点系统的一些有用信息，如能级结构，电子－电子之间的
Coulomb相互作用，以及量子点系统与电极之间的耦合强度等。然而人们并不
满足与此，希望能够得到更多的关于系统的信息，如系统内部的能量尺度，内部
的动力学等等。但是这些信息却不能通过对电流的测量取得，因此这就需要人
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图 1.1: (a) 半导体异质结结构的示意图。量子点处在两层 AlGaAs隧穿结之
间。(b) 相应的能量图示。电子可以从漏极的占据态隧穿经过量子点到达源极的
空态。源漏间的电压 Vsd决定了两个电极的 Fermi能之差。(c) 各种量子点结构
的扫描电子显微照片。
们考虑另外的“频谱工具”来加以描述。
一个很好的潜在的物理量就是散粒噪声（shot noise）。电流给出的信息是
隧穿过器件的平均几率，而散粒噪声却能够给出额外的电子转移过程的动力学。
因此，从散粒噪声里面，我们可以得到很多平均电流所不能得到的机制，给出
比平均电流更多的信息。所以近来散粒噪声的研究在理论上和实验上都受到了
广泛的关注[111, 66, 116, 2, 24, 8, 82, 100, 101, 93, 61, 10]。本质上，散粒噪声
产生的原因是：电荷的分立性所引起的测量电流随着时间的涨落，它是电荷非
平衡输运的结果[9, 1]。在纳米尺寸的量子器件里，由于参与输运的电子数是相
当少，所以这种涨落就表现的尤其明显。在此情况下，相互作用效应（如点之间
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Coulomb相互作用）会导致很强的关联，因此会在噪声谱中有特别的行为。反
过来，它也说明了噪声谱对相互作用，以及某些内部的动力学更加敏感。
散粒噪声定义为流－流关联函数函数的 Fourier变换，即
S(ω) =
∫ ∞
−∞
dω eiωt〈{∆I(t),∆I(0)}〉. (1.1)
这里，{· · · , · · · }代表反对易，以及∆I(t) ≡ I(t)− 〈I〉，其中 〈I〉为稳态电流。通
常，人们还用一个无量钢的参数 Fano因子来描述噪声，其定义为
F =
S(0)
2e〈I〉 , (1.2)
其中 S(0)为零频噪声，e为电子的电量。引入 Fano因子的目的是使人们能够
更加容易的获取系统中电子关联的信息。对于无关联的，相互独立的电子输运，
Fano因子 F = 1，原因是电子的输运由 Poissonian统计描述。Fano因子 F 偏
离1意味着统计的聚束（bunching）或者反聚束（anti-bunching），他们会导致正
的或者负的关联[1]。通常，对于 Fermi子系统，Pauli不相容原理使电子间有了
一定的关联，这使得反聚束导致次-Poissonian的 Fano因子，即 F < 1。而对于
Bose子则刚好相反，它的聚束效应导致超-Poissonian的 Fano因子，即 F > 1。
当然上面的结论都是在一定的假设条件下（例如，外电路零阻抗，非自旋相关的
输运，普通电极等等）才成立的。如果这些条件不能满足，那么 Fermi子系统也
会出现正的关联，如 Coulomb排斥就是另外一种类型的关联起因。具体例子的
分析和讨论将在后面几章中展开。
1.2 主要的理论研究方法
为了系统地研究电子在介观体系中地输运特性，人们已经发展了众多地
理论和数值方法。如 Landauer在1957年提出了 Landauer理论[74]。八十年代后
期，Bu¨ttiker等人改进了 Landauer理论，提出了更加普适的多端口多通道公
式，即著名的 Landauer-Bu¨ttiker公式[18, 14]。基于这个方法的便利性，它在计
算输运电流，散粒噪声等方面都被广泛地使用[9, 15, 16, 17]。当然，Landauer-
Bu¨ttiker的散射矩阵理论在应用中也存在一些不便之处。例如，当约化体系有
多体 Coulomb相互作用时，或者在描述体系的退相干效应时，就不是太方便。
然而，在很多介观小体系中，尤其是量子点系统，由于其尺寸很小，因此电子之
间相互作用是相当重要的。
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当然，为了考虑电子－电子之间的 Coulomb相互作用，经典的几率方程也
是不错的替代方法[87, 29, 35, 69]。这一方法把电子在约化系统中的占据情况与
电子从电极隧穿进来/出去的几率相联系，从而描述相应的电流以及噪声。但
是，这一方法最大的问题是，当体系存在量子相干性（如耦合的双量子点系统
中）时，它就很难进行描述。人们必须寻找一种既能描述电子间 Coulomb相互
作用，又能很好处理量子相干性的理论方法。
为此，Gurvitz等人在90年代提出了他们的粒子数分辨的量子 Bloch方程
方法[56, 48, 49, 50, 54, 51, 53, 55, 52]。这里的粒子数是指隧穿过某个电极的电
子数。这一方法采用的主要思想是，从描述整个系统的微观的多体波函数出发，
然后对热库的态求平均，从而得到描述约化体系密度矩阵的运动方程。由于成
功的对多体 Coulomb相互作用以及量子相干性的描述，这一方法在量子输运、
量子测量、以及量子穿梭（quantum shuttls）[94, 40, 38]等领域都得到了应用。
但是，由于这个方法是从多体波函数出发，因此其应用受限于零温的极限情况。
另外，在推导过程中还采用了大电压近似。所以，在一定程度上就限制了它的
适用范围。
对于计算输运电流，非平衡 Green 函数方法也是经常被采用的方法之
一[87, 19, 58]。这一方法适用于有限的温度与电压，也能对体系内的多体相互作
一定的描述。但是它对约化体系的动力学行为的描述不是特别清晰，因此在量
子测量，噪声谱计算等方面的应用就显得不是特别方便。另外，Scho¨n等人在路
径积分的基础上发展了实时图展开的方法[68, 67, 114]。他们利用这一方法在量
子输运、量子测量[108, 88]等领域均作了很多应用。但是由于此方法相对来说较
为复杂，因此在应用范围也较局限。
基于以上原因，我们发展了一套计算输运电流特性的理论方法，即量子主
方程方法。本论文的目的也就是要介绍这一方法，并对它在量子点系统中的应
用作详细的描述。
在物理上，人们把描述一组分立态中每个态的占据几率随时间演化而组成
的一阶微分方程组称为（经典）主方程。而量子主方程，顾名思义，即主方程在
量子力学中的推广。因此量子主方程不仅能够决定几率随时间的变化，而且还
能描述体系内在的量子相干动力学。由于很多物理问题能够最后都能简化为主
方程的形式，因此给问题的解决带来了很大的方便。例如，量子主方程在量子
耗散动力学等领域被广泛使用[118, 90, 122]。
第一章 引言 5
这里我们说关心的基本问题就是小的约化体系（如量子点）和热库（如电
极）的相互作用。要做的第一步就是对热库求平均从而得到描述约化体系的密
度矩阵，即 ρ = TrρT，其中 ρ为我们所关心的体系的密度矩阵，而 ρT整个系统
的密度矩阵。根据不同的方法，人们可以得到不同形式的约化密度矩阵的运动
方程。第二步，为了描述输运电流及相应的噪声谱，我们还要对库的 Hilbert空
间作分解，从而得到粒子数分辨的量子主方程。然后利用这一方程建立起一套
系统的计算输运电流及噪声谱的方法。
在此基础上得到的量子主方程方法的优越性主要体现在以下几个方面。
首先，我们的推导不像 Gurvitz等人的办法从整个系统的多体波函数出发，
而是对整个系统的密度矩阵平均掉热库后得到，因此我们的量子主方程方法适
用于有限温度，在实际应用中并不明显要求大电压。
其次，在此基础上建立起来的粒子数分辨的主方程方法更具“扩展性”。例
如可以对它进一步作系统的修正（如自洽 Born近似[27]），从而使得这一方法能
够适用于任意电压，还能够对多体 Kondo效应等问题进行深入的研究。
再次，与非平衡 Green函数相比，我们的方法在使用上更加简单。同时，由
于我们的主方程方法在建立时采用的是耦合 Hamiltonian的二阶微扰，并未对
约化体系 Hamiltonian作任何近似。因此对约化体系内的多体相互作用是严格
处理的。此外，它对约化系统动力学的描述也具有相当的优越性，所以更加适
合用来研究电荷的涨落，以及电荷输运的全计数统计等方面的研究。
对此方法的详细介绍和具体应用将在后面几章中展开。
1.3 本论文结构
本论文的主要结构如下。
第二章简单介绍了 Gurvitz等人建立描述量子输运的多粒子波函数方法。
其基本思路是，从描述整个系统的微观的多体波函数出发，然后对热库的态求
平均，从而得到描述约化体系密度矩阵的量子 Bloch方程。基于这一方程可以
建立起计算输运电流以及噪声谱的方法。
第三章系统的介绍了如何通过对电极 Hilbert空间的分类引入粒子数分辨
的量子主方程方法。首先，利用条件性的量子主方程得到了介观输运系统中的
输运电流的表达式。此外，利用MacDonald公式并结合粒子数分辨的量子主方
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程，我们得到了描述隧穿结电流的噪声谱方法。最后，通过引入对点内电荷涨
落的描述，我们就建立了一套系统的描述电子输运特性的方法。
第四章主要介绍前一章中的主方程方法在各种量子点系统中的应用。首先
我们考虑了最简单的体系，即无自旋的单能级系统。我们用简单的方法即得到
了以前文献中的结果。这当然也是对我们这个主方程方法的一个检验。其次，我
们还研究了存在自旋劈裂和 Coulomb相互作用的单量子点。已有一些文献对它
的电流和零频噪声作了描述。这里我们把它推广到了有限频率的噪声谱。再次，
我们仔细研究了耦合量子点系统中的电流和噪声谱。这个系统，尤其是含频率
的噪声还没有被研究过。根据点内和点间的 Coulomb相互作用强度，我们把系
统分为三个偏压区并分别对每个区的稳态电流，以及零频和含频率的噪声谱进
行了详细的描述和讨论。
第五章我们研究了通过耦合量子点的自旋相关的输运噪声谱。首先要把
第三章中的粒子数分辨的量子主方程推广到自旋分辨的量子主方程。然后类似
地，利用它建立一套系统的计算自旋流，以及自旋相关的噪声谱的方法。基于
这一套方法，我们研究了铁磁电极/耦合量子点/铁磁电极这样一个系统的自旋
相关的噪声谱。由于点间耦合的调制，以及 Coulomb相互作用和电极自旋极化
的相互影响，导致了丰富的噪声行为，如超-Poissonian，Poissonian的自关联噪
声，以及正定的和负定的互关联噪声。同时，这些特殊的噪声行为也为我们揭
示内部的各种动力学，以及能级结构提供了一个有力的工具。
第六章我们提出了利用输运双量子点系统作为量子比特测量仪器，并研究
了它的输出特性。例如，通过对电流对比度的研究发现，双量子点测量仪器与
单量子点测量仪器相比更能适应温度的变化。此外，我们还讨论了它的信噪比。
通过对研究各种不同几何结构对测量的影响，如左右隧穿耦合强度的对称性，
电容耦合对称性等，我们发现，在适当的对称性条件下，双量子点测量仪器的信
噪比可以接近 QPC的理论极限，从而达到理想的量子极限测量。
第七章是对本论文的一个小结，并对以后的工作提出一些想法。
第二章 多粒子波函数方法
本章主要介绍 Gurvitz等人建立的描述量子输运的多粒子波函数方法。这
一方法的基本思路是，从描述整个系统的微观的多体波函数出发，然后对热库
的态求平均，从而得到描述约化体系密度矩阵的量子 Bloch方程。基于这一方
程可以建立输运电流以及噪声谱的方法。
2.1 系统介绍
由于 Gurvitz等人的多体波函数方法在输运体系中的应用依赖于具体的模
型。这里我们以一个简单的模型，即单能级的共振隧穿来介绍一下这一方法的
基本思路。单能级系统的理论模型如图 2.1所示。整个系统的 Hamiltonian为：
H =
∑
l
Ela
†
lal + E1a
†
1a1 +
∑
r
Era
†
rar
+
∑
l
Ωl(a
†
la1 + a
†
1al) +
∑
r
Ωr(a
†
ra1 + a
†
1ar), (2.1)
其中 l 和 r 标记左右电极内的能级。在零温极限下，电子填充到左右电极的
Fermi面，即 ELF 和 ERF。这一情况定义为“真空态”|0〉。
2.2 量子 Bloch方程
上面的真空态是不稳定的；因为 Hamiltonian方程 (2.1) 会使得它 e-指数衰
减为 a†1al|0〉，即能级 E1上有一个电子，左边电极的连续态上留下一个空穴。同
样的，这个也是不稳定的，它会衰减到态 a†ral|0〉，即右边连续态上有一个电子，
左边的连续态上留下一个空穴。这样依次不断的衰减下去。整个系统的演化有
下面的多体波函数描述：
|Ψ(t)〉 =
[
b0(t) +
∑
l
b1l(t)a
†
1al +
∑
l,r
blr(t)a
†
ral + · · ·
]
|0〉, (2.2)
其中的系数 b(t)是发现系统处在对应态上的含时几率。初始条件为 b0(0) = 1以
及其它的 b(0)均为零。把上面的多体波函数带入 Schr0¨dinger方程：
i
d
dt
|Ψ(t)〉 = H|Ψ(t)〉, (2.3)
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 图 2.1: 单能级共振隧穿示意图。
得到一组无穷的关于 b(t)的连立线性微分方程组。引入下面的 Laplace变换：
b˜(E) =
∫ ∞
0
eiEtb(t)dt, (2.4)
并考虑到初始条件，我们就把 b(t)满足的线性微分方程组转换为了一套关于
b˜(E)的无穷线性方程组，
Eb˜0(E)−
∑
l
Ωlb˜1l(E) = i, (2.5a)
(E + El − E1)˜b1l(E)− Ωlb˜0(E)−
∑
r
Ωrb˜lr(E) = 0, (2.5b)
(E + El − Er )˜blr(E)− Ωrb˜1l(E)−
∑
l′
Ωl′ b˜1ll′r(E) = 0, (2.5c)
· · · · · · (2.5d)
下面的任务就是对上述方程组进一步简化。例如把方程 (2.5b)中的 b˜1l(E)代入
到方程 (2.5a) 中，就得到[
E −
∑
l
Ω2l
E + El − E1
]
b˜0(E)−
∑
l,r
ΩlΩr
E + El − E1 b˜lr(E) = i. (2.6)
上式可以进一步简化。首先把求和转化为积分，即∑l → ∫ dElρL(El)，其中
ρL(El)是左边电极的态密度。上述方程中的第一项就可以分为两部分，第一
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部分为主值积分，它引起能量的重整化，因此忽略。第二部分为奇异部分，
−iθ(ELF + E − E1)ΓL/2，其中 ΓL ≡ 2piρL(E1)|ΩL(E1)|2 是由于和左边电极耦合
而引起的能级展宽。考虑大电压极限，即 ELF À E1 À ERF，那么 θ-函数就可以
取为１。同时上面方程的第二项贡献非常小，因此忽略。
类似的简化方程组(2.5)中的其它方程，可以得到如下的联立方程组：
(E1 + iΓL/2)˜b0(E) = i, (2.7a)
(E + El − E1 + iΓR/2)˜b1l(E)− Ωlb˜0(E) = 0, (2.7b)
(E + El − Er + iΓL/2)˜blr(E)− Ωrb˜1l(E) = 0, (2.7c)
· · · · · · , (2.7d)
其中，ΓR ≡ 2piρR(Er)|ΩR(E1)|2是由于和右边电极耦合而引起的能级展宽。
下面引入约化体系的密度矩阵。单能级量子点只包含两个态，即：|a〉-能级
E1空占据，和 |b〉-能级 E1单占据。在此表象下，密度矩阵的对角元 σaa和 σbb分
别给出共振能级的空占据和单占据几率。那么这些几率就可以表示为：
σaa = |b0(t)|2 +
∑
l,r
|blr(t)|2 +
∑
l<l′,r<r′
|bll′rr′(t)|2 + · · ·
≡ σ(0)aa + σ(1)aa + σ(2)aa + · · · (2.8a)
σbb =
∑
l
|b1l(t)|2 +
∑
l<l′,r
|b1ll′r(t)|2 +
∑
l<l′<l′′,r<r′
|bll′l′′rr′(t)|2 + · · ·
≡ σ(0)bb + σ(1)bb + σ(2)bb + · · · (2.8b)
其中，σ(n)中的指标 n代表穿过电极的电子数。
密度矩阵元与几率幅 b˜(E)通过以下的逆 Laplace变换相互联系：
σ(n)(t) =
∑
l··· ,r···
∫
dEdE ′
4pi2
b˜l···r···(E )˜b∗l···r···(E
′)ei(E
′−E)t. (2.9)
由此，可以把方程 (2.7)几率幅 b˜(E)变换为关于 σ(n)(t)的微分方程。
例如，考虑 σ(n)bb (t) =
∑
l |b1l(t)|2。将方程 (2.7b)乘以 b∗1l(E ′)，然后减去它
E → E ′后的复共轭表达式，得到
σ˙
(0)
bb (t) = ΓLσ
(0)
aa (t)− ΓRσ(0)bb (t). (2.10)
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继续这样的计算就得到下面的关于密度矩阵元 σ(n)aa 和 σ(n)bb 的联立方程组：
σ˙(0)aa (t) = −ΓLσ(0)aa (t), (2.11a)
σ˙
(0)
bb (t) = ΓLσ
(0)
aa (t)− ΓRσ(0)bb (t) (2.11b)
σ˙(1)aa (t) = −ΓLσ(1)aa (t) + ΓRσ(0)bb (t), (2.11c)
σ˙
(1)
bb (t) = ΓLσ
(1)
aa (t)− ΓRσ(1)bb (t), (2.11d)
· · · · · · . (2.11e)
对这些方程求和，就得到总的几率 σ的微分方程组，
σ˙aa(t) = ΓRσbb(t)− ΓLσaa(t), (2.12a)
σ˙bb(t) = ΓLσaa(t)− ΓRσbb(t). (2.12b)
2.3 平均电流
从上一节可以得到几率分布函数：
P (n, t) = Trσ(n)(t), (2.13)
其中 n为穿过电极的电子数，Tr是对约化系统的自由度。那么穿过电极的平均
电子数为
N(t) =
∑
nP (n, t). (2.14)
平均电流即单位时间内通过的电子数，即
I(t) = e
dN(t)
dt
= eΓRσbb(t). (2.15)
将方程 (2.12)的稳态解代入即得到稳态平均电流为：
I(∞) = e ΓLΓR
ΓL + ΓR
. (2.16)
2.4 小结
从多体波函数出发，然后对环境的态求平均得到关于约化系统密度矩阵的
运动方程。这一方法不仅能处理内在的量子相干现象，而且能严格地处理量子
多体效应（如 Coulomb相互作用），因此与 Landuear-Bu¨ttiker的散射矩阵理论
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相比具有较大的优点。但是，这一方法的应用需要满足以下两个条件：（1）由于
是从多体波函数出发的，因此限制为零温；（2）要求约化系统的共振能级在左右
Fermi内，即要求偏压较大。以下几章，我们将介绍粒子数分辨的量子主方程方
法，从而能过处理有限温度和有限电压的情形。

第三章 量子主方程方法
本章主要介绍运用于介观电子输运体系中的量子主方程方法。首先介绍如
何得到粒子数分辨的主方程，然后利用它推导出多端体系中的电流表达式。最
后，利用粒子数分辨的主方程，得到回路电流的噪声谱表达式。
3.1 粒子数分辨的量子主方程
本节主要介绍如何推导得到粒子数分辨的量子主方程。主要的步骤如下：
首先对系统和电极的相互作用Hamiltonian 作二阶微扰展开，然后再对电极热
库作条件性的平均。
考虑一个典型的输运系统，如图 3.1所示。整个系统可以用下面的 Hamilto-
nian来描述：
H = HS(d
†
µ, dµ) +HB +H
′. (3.1)
其中 HS(d†µ, dµ)是我们所关心的介观系统的 Hamiltonian，它的具体形式不限。
例如多体相互作用等都可以包含在里面。HS 中，d†µ (dµ) 是系统中电子的产
生（消灭）算子，µ标记系统中的态。
方程 (3.1)中第二项是描述电极的 Hamiltonian。通常对于两端的器件，它
可以表示为：
HB =
∑
α=L,R
∑
k
²αkc
†
αkcαk, (3.2)
其中L，R 标记左边（发射极）和右边（集电极），而 c†αk 和 cαk 为电极中状态为
k的 Fermi算子。
方程 (3.1)中的最后一项描述电子在系统与电极的隧穿。通常可以表示为：
H ′ =
∑
α=L,R
∑
µk
(tαµkd
†
µcαk +H.c.). (3.3)
为了下面的描述方便，通常我们把隧穿 Hamiltonian重新表示为：
H ′ =
∑
µ
(d†µFµ +H.c.), (3.4)
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图 3.1: 电子在介观系统中输运的示意图。
其中 Fµ =
∑
α=L,R
∑
k tαµkcαk = FLµ + FRµ.
如果把隧穿 Hamiltonian看作微扰，作二阶展开，那么我们描述约化系统动
力学的方程形式可以写成[128]
ρ˙(t) = −iLρ(t)−
∫ ∞
0
dτ〈L′(t)G(t, τ)L′(τ)G†(t, τ)〉ρ(t), (3.5)
这里的 Liouville 超算子定义为LA ≡ [HS, A], L′A ≡ [H ′, A], 和 G(t, τ)A ≡
G(t, τ)AG†(t, τ)，其中G(t, τ)是约化系统HamiltonianHS的自由传播子 (Hilbert-
空间的 Green函数)。方程 (3.5)中的约化密度矩阵 ρ(t)是通过对整个系统的密
度矩阵 ρT(t) 对电极的态求迹得到的，即： ρ(t) ≡ TrB[ρT(t)]. 另外方程 (5.4)
中〈· · ·〉 ≡ TrB[(· · · )ρB], 其中 ρB是电极的密度矩阵。
方程 (3.5)中求迹是针对整个电极的自由度，得到的是约化体系密度矩阵的
非条件性运动方程。为了能够描述输运电流，我们必须记录穿过隧穿结的电子
数。为此，我们对电极的 Hilbert空间作如下的分解。首先，我们定义在没有发
生电子隧穿的子空间为 B(0)，它是孤立电极系统多体波函数的直积，形式上记
为：B(0) ≡ span{|ΨL〉 ⊗ |ΨR〉}。然后我们引入电极的另外的 Hilbert子空间，例
如对于两端器件（多端器件可以类似的推广得到）有 B(nL,nR)(nL, nR = 1, 2, · · · )，
对应于有 nL个电子穿过了隧穿结 L的同时有 nR个电子穿过了隧穿结 R。那么
电极的整个 Hilbert空间就可以表示为 B = ⊕(nL,nR)B(nL,nR).
有了上面的对电极态的区分，那么方程 (3.5)中对整个电极的 Hilbert空间
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的平均就可以替换为对子空间的平均，从而得到条件性的主方程：
ρ˙(nL,nR)(t) = −iLρ(nL,nR)(t)−
∫ ∞
0
dτTrB(nL,nR) [L′(t)G(t, τ)L′(τ)G†(t, τ)ρT(t)].
(3.6)
这里 ρ(nL,nR)(t) ≡ TrB(nL,nR) [ρT(t)]条件性的约化体系的密度矩阵，约束条件为
到 t时刻有 nL个电子穿过了隧穿结 L的同时有 nR个电子穿过了隧穿结 R。现
在把上面方程中的 Liouville超算符用 Hilbert空间中的算符表示出来，即
L′(t)G(t, τ)L′(τ)G†(t, τ)ρT(t) = [H ′(t)G(t, τ)H ′(τ)G†(t, τ)ρT
−G(t, τ)H ′(τ)G†(t, τ)ρTH ′(t)] + H.c.
≡ [I − II] + H.c.. (3.7)
在进一步推导之前，我们作两个如下的物理考虑。第一，我们引入下面的假
设 ρT(t) =
∑
nL,nR
ρ(nL,nR)(t)⊗ ρ(nL,nR)B 代替传统的 Born近似 ρT(t) = ρ(t)⊗ ρB.
这里，ρ(nL,nR)B 是电极的密度矩阵关于有 nα个电子穿过了隧穿结 α。利用这个
假设，那么上面条件性的平均 [I]和 [II]就可以分别计算如下，
TrB(nL,nR) [I] =
∑
µν
{
TrB[F
†
µ(t)Fν(τ)ρ
(nL,nR)
B ][dµG(t, τ)d
†
νG
†(t, τ)ρ(nL,nR)]
+TrB[Fµ(t)F
†
ν (τ)ρ
(nL,nR)
B ][d
†
µG(t, τ)dνG
†(t, τ)ρ(nL,nR)]
}
,(3.8a)
以及
TrB(nL,nR) [II] =
∑
µν
{
TrB[F
†
Lν(τ)ρ
(nL−1,nR)
B FLµ(t)][G(t, τ)dνG
†(t, τ)ρ(nL−1,nR)d†µ]
+TrB[FLν(τ)ρ
(nL+1,nR)
B F
†
Lµ(t)][G(t, τ)d
†
νG
†(t, τ)ρ(nL+1,nR)dµ]
+TrB[F
†
Rν(τ)ρ
(nL,nR−1)
B FRµ(t)][G(t, τ)dνG
†(t, τ)ρ(nL,nR−1)d†µ]
+TrB[FRν(τ)ρ
(nL,nR+1)
B F
†
Rµ(t)][G(t, τ)d
†
νG
†(t, τ)ρ(nL,nR+1)dµ]
}
.
(3.8b)
这里我们利用了不同子空间的态的正交性。第二个物理考虑是，由于输运电流
是闭合的，所以跑到集电极（右电极）的电子一定会通过外部电路再回到发射
极（左电极）。同时，电极里的快速驰豫过程会使得电极很快又回到平衡态（由
化学势决定）。这样的话，上面方程中的电极的密度矩阵 ρ(nα)B 和 ρ(nα±1)B 就可以
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替换为 ρ(0)B = ρB ,即局域热平衡的电极态。由此导致了库的关联函数：
C(+)αµν(t− τ) = 〈F †αµ(t)Fαν(τ)〉, (3.9a)
C(−)αµν(t− τ) = 〈Fαµ(t)F †αν(τ)〉. (3.9b)
其中，〈(· · · )〉 ≡ TrB[(· · · )ρB]。显然的，应该有 C(±)µν (t− τ) =
∑
αC
(±)
αµν(t− τ)。
另外，我们再引入 Markovian 近似，即把方程 (5.4)中的对时间的积分用
1
2
∫∞
−∞ dτ 替换。再通过相应的积分变换，就得到本节的中心结果，即粒子数分辨
的量子主方程：
ρ˙(nL,nR)=−iLρ(nL,nR)− 1
2
∑
µ
{[
d†µA
(−)
µ ρ
(nL,nR)+ρ(nL,nR)A(+)µ d
†
µ
]−[A(−)Lµ ρ(nL−1,nR)d†µ
+ d†µρ
(nL+1,nR)A
(+)
Lµ + A
(−)
Rµ ρ
(nL,nR−1)d†µ + d
†
µρ
(nL,nR+1)A
(+)
Rµ
]
+H.c.
}
. (3.10)
其中我们定义了 A(+)αµ = ∑ν C(+)ανµ(+L)dν ， A(−)αµ = ∑ν C(−)αµν(−L)dν ，以及
A
(±)
µ =
∑
αA
(±)
αµ . 这里 C(±)αµν(±L)为谱函数，定义为热库关联函数的 Fourier变
换，即
C(±)αµν(±L) =
∫ ∞
−∞
dt e±iLtC(±)αµν(t). (3.11)
这一变换表明我们已经准确考虑了电子在系统和电极之间转移的过程中的能量
守恒关系。
以上我们推到了关于约化密度矩阵的条件性的量子主方程，即粒子数分辨
的量子主方程。与 Gurvitz和 Prager的多体波函数方法[56] 比较就会发现，我
们的方程中，ρ(n)不仅与 ρ(n−1)耦合，而且还与 ρ(n+1)耦合，即既有电子从电极
跑到系统的过程，又有从系统跑到电极的过程。这是因为他们的方程是在零温
和大电压的极限下得到的，因此只有电子单向跑的过程。而我们的方法则没有
这个限制，即，在有限温度与有限电压下均适用。
有了这个粒子数分辨的量子主方程，我们便可以用他来计算各种输运性质，
如电流，电流噪声等等。这些均会在下面几节中一一介绍。
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3.2 输运电流
上一节中我们得到了粒子数分辨的量子主方程。这一节主要结介绍如何利
用它来推导得到输运系统中的电流表达式。
首先我们引入下面的几率分布函数，
P (nL, nR, t) = Trρ
(nL,nR)(t), (3.12)
其中的 Tr代表对约化系统的自由度求迹。上面的几率分布函数代表了到 t时刻
为止有 nL 个电子穿过了隧穿结 L，同时又有 nR 个电子穿过了隧穿结 R的概
率。那么到 t时刻为止穿过某个隧穿结的平均电子数即为：
Nα(t) =
∑
nL,nR
nαP (nL, nR, t) = Tr
∑
nL,nR
nαρ
(nL,nR)(t) = TrNα. (3.13)
其中我们引入了算符 Nα , 定义为 Nα ≡∑nL,nR nαρ(nL,nR)(t)。
电流为粒子数随时间的变化，因此可以简单地得到隧穿过电极 α = L,R的
电流为：
Iα =
dNα(t)
dt
= TrN˙α. (3.14)
其中 Nα，利用粒子数分辨的量子主方程 (3.10)可得到其运动方程为：
d
dt
Nα = −iLNα −RNα + T (−)α ρ(t). (3.15)
这里我们定义了以下的超算符：
R(· · · ) = 1
2
∑
µ
[
d†µ, A
(−)
µ (· · · )− (· · · )A(+)µ
]
+H.c., (3.16a)
T (±)α (· · · ) =
1
2
∑
µ
[
A(−)αµ (· · · )d†µ ± d†µ(· · · )A(+)αµ
]
+H.c.. (3.16b)
对方程 (3.15)求迹即得到电流表达式，
Iα(t) = Tr
[T (−)α ρ(t)], (3.17)
其中的 ρ(t) ≡ ∑nL,nR ρ(nL,nR) 为非条件性的约化系统密度矩阵。利用方
程 (3.10)得到，它满足以下的非条件量子主方程：
ρ˙(t) = −iLρ(t)−Rρ(t). (3.18)
利用方程 (3.18)得到系统的约化密度矩阵，然后把它代入方程 (3.17) 中即得到
了输运电流。
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3.3 电流噪声谱
电流噪声刻画了电流在时间上的涨落。在稳态下，穿过左边或者右边电极
的平均电流是一样的，但是电流的涨落不会。一般来说，实验上测量的是整个
回路的电流，它可以表示为左右电流的线性叠加，即[9]
I(t) = aIL(t) + bIR(t), (3.19)
其中的系数 a和 b依赖于输运系统的电容耦合对称性，且满足关系 a + b = 1。
同时利用约化系统中的电荷守恒定律
IL = IR + Q˙, (3.20)
我们得到下面的回路电流的流－流关联：
I(t)I(0) = aIL(t)IL(0) + bIR(t)IR(0)− abQ˙(t)Q˙(0). (3.21)
相应地，噪声谱就可以写为下面三部分之和[55, 3]：
S(ω) = aSL(ω) + bSR(ω)− abSc(ω). (3.22)
其中，SL/R(ω)隧穿过左边/右边电极的电流的噪声，而 Sc(ω)刻画中间约化系
统的电荷涨落。
下面，我们分别介绍如何利用粒子数分辨的量子主方程来得到他们的计算
表达式。
3.3.1 结电流噪声
对于 SL/R(ω)，我们可以利用MacDonald公式[84, 40, 92]对它们进行计算。
关于如何从噪声谱的定义推导得到MacDonald公式可以参看文献[40]。
Sα(ω) = 2ω
∫ ∞
0
dt sin(ωt)
d
dt
[〈n2α(t)〉 − (I¯t)2], (3.23)
其中 I¯ 是稳态电流（因为我们算的是稳态下电流噪声谱的），可以从上
一节中的方程 (3.17) 计算得到。这里我们还引入了一个新的量〈n2α(t)〉 =∑
nα
n2α[Trρ
(nα)(t)] =
∑
nα
n2αP (nL, nR, t)。利用粒子数分辨的主方程 (3.10)，我
们可以得到
d
dt
〈n2α(t)〉 = Tr
[
2T (−)α Nα(t) + T (+)α ρst
]
, (3.24)
第三章 量子主方程方法 19
其中的超算子 T (±)α 的定义在方程 (3.16b)中。这里，ρst为稳态约化密度矩阵，可
以从方程 (3.18)求解得到，而 Nα(t)则可以从方程 (3.15)得到。将方程 (3.24)代
入方程 (3.23)中，便得到结电流噪声谱的最终表达式，
Sα(ω) = 4ωIm
{
Tr
[T (−)α N˜α(ω)]}+ 2Tr[T (+)α ρst]− 8piI¯2δ(ω). (3.25)
这里最后一项的 δ发散源于MacDonald方程 (3.23) 中的第二项，最终会被抵消
掉。此外，我们还引入了新的定义：N˜α(ω) = ∫∞
0
dtNα(t)e(iω−ε)t，其中 ε → 0+
是为了收敛而引进的。利用 Nα(t)的运动方程 (3.15)不难得到下面的 N˜α(ω)的
形式解
− (iω − ε)N˜α(ω) = −iLN˜α(ω)−RN˜α(ω) + T (−)α ρ˜(ω), (3.26)
其中利用了 ρ˜(ω) = iρst/(ω+iε)。它会引入一个 δ发散，最终抵消掉方程 (3.25)中
的 δ发散。因此最后得到的噪声谱正常的，即时在 ω → 0极限下也不会发散。
3.3.2 电荷涨落谱
约化系统的电荷涨落谱定义为：
Sc(ω) = ω
2
∫ ∞
−∞
dτ〈N(τ)N +NN(τ)〉eiωτ . (3.27)
这里，〈N(τ)N〉 = TrTrB[U †(τ)NU(τ)NρstρB]。其中 U(τ) = e−iHτ 为整个系统
的演化算子，而 N 为约化系统的电子数算符。利用求迹下，算符的轮换性质可
以得到 〈N(τ)N〉 = Tr[N%(τ)]，其中 %(τ) = TrB[U(τ)NρstρBU †(τ)]是在 Born近
似下得到的。显然的，%(τ)也是约化的密度矩阵，满足和 ρ(τ)一样的运动方
程，即方程 (3.18)，只是初始条件不一样而已。这里，%(τ)满足的初始条件为
%(0) = Nρst。对 %(τ)的运动方程作 Fourier变换得到，
i(ω − L)%˜(ω) = R%˜(ω)−Nρst. (3.28)
其中%˜(ω) ≡ ∫∞
0
dτeiωτ%(τ)。因此，电荷涨落谱最终表达式为：
Sc(ω) = 2ω
2Re{Tr{N [%˜(ω) + %˜(−ω)]}}. (3.29)
在很多情况下，我们在粒子数算符 N 的本征态下进行计算，那么电荷涨落
谱就有如下表示：
Sc(ω) = 2ω
2Re
{∑
k
Nk[%˜k(ω) + %˜k(−ω)]
}
, (3.30)
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其中，Nk 为粒子数算符 N 的本征态 |k〉的本征值，而 %˜k(ω) = 〈k|%˜(ω)|k〉。
以上介绍的是计算电流以及噪声谱的一套系统的方法。实际上，噪声谱对
应的正是电流的二阶关联。更多的关于系统的信息可以通过更高阶的关联来得
到。例如通过全计数统计（Full Counting Statistics），就可以使输运的图象更加
完整和清晰。这也正是下一节要介绍可以通过
3.4 全计数统计
输运系统中的全计数统计（FCS）方法是从量子光学里借鉴过来的。在量
子光学中，光子的 FCS被用来刻画光子源的相干性[89]。在输运系统中，FCS
刻画的是电子的输运特性，可以使输运的图象更加完整和清晰。这也正是人
们发展 FCS的初衷[77]。全计数统计中一个重要的物理量是给定时间内隧穿电
子数的几率分布，他不仅能给出平均值和方差，还能得到电子转移的更高阶的
矩（moment）。
首先引入 FCS的一些基本定义和公式。最重要的量是，到 t时刻有 n个电
子隧穿过器件的几率分布
P (n, t) = Trρ(n). (3.31)
这里， n 为穿过左边或者右边电极的电子数。几率分布 P (n, t) 与 cumulant
generating function (CGF) F(χ)通过分立 Fourier变换相互联系
e−F(χ) =
∑
n
P (n, t)einχ, (3.32)
这里的辅助变量 χ通常称为计数场。从 CGF很容易得到 k-阶 cumulant
Ck = −(−i)k ∂
k
∂χk
F(χ)|χ=0. (3.33)
前四阶 cumulant为
C1 = n, (3.34a)
C2 = (n− n)2, (3.34b)
C3 = (n− n)3, (3.34c)
C4 = (n− n)4 − 3C22 , (3.34d)
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图 3.2: 穿过器件电子数 n的分布图。平均值 C1，方差 C2，对称性 C3以及峭
度 C4分别刻画分布的峰值位置，分布宽度，对称性，以及陡峭程度。
分别对应于平均值，方差，对称性(“skewness”)以及峭度(“sharpness”)。这里，
(· · · ) ≡ ∑n(· · · )P (n, t)。几率分布 P (n, t)的峰值位置，分布宽度，以及其他更
加细致的信息，如图 3.2所示。
Cumulants和输运特性直接相联系。例如，平均电流为 I = eC1/t，零频噪
声为 S = 2e2C2/t。Fano因子 F = C2/C1代表了电流涨落的幅度。F > 1表示
超-Poisson涨落，而 F < 1则代表次-Poisson过程。
下面的主要任务就是计算 CGF。首先，定义
S(χ, t) =
∑
n
ρ(n)(t)einχ, (3.35)
显然的，e−F(χ) = Tr{S(χ, t)}。把粒子数分辨的量子主方程写为
ρ˙(n)(t) = Aρ(n)(t) + Cρ(n+1)(t) +Dρ(n−1)(t). (3.36)
据此可以得到 S(χ, t)满足的方程：
S˙ = Aρ(n)(t) + e−iχCS + eiχDS ≡ LχS. (3.37)
它有形式解 S(χ, t) = eLχtS(χ, 0)。在低频极限下，计数时间要比隧穿时间长很
多。在此情况下可以证明[47, 7, 39, 63]，CGF为 F(χ) = −λ1(χ)t，其中 λ1(χ)是
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Lχ 满足条件 λ1(χ)|χ→0 → 0的本征值。据此，就得到了计算电子输运系统中全
计数统计的方法[120]。
以上介绍的仅是全计数统计的一些基本概念和物理量。需要更加细致的了
解全计数统计的读者可以参考综述性文献[1]。
3.5 小结
到目前为止，我们系统地介绍了一套计算介观系统中电子输运特性的方法。
对于电流的计算就归结为求解稳态密度矩阵，即方程 (3.18)中令 ρ˙ = 0，从而
简化为求解一组线性方程组。对于噪声谱同样也归结为求解线性方程组，即方
程 (3.26) 和方程 (3.28)。因此，无论从解析或者数值上求解都变得相对简便，给
计算带来很大的方便。
同时，我们的方法还具有以下优点：
（i）能够处理有限温度和有限电压。从这个意义上来讲，我们的方法也是
对 Gurvitz和 Prager的方法的推广。
（ii）相对于 Landauer-Bu¨ttiker方法和经典的几率方程方法，我们的量子主
方程方法能够严格的处理量子多体效应。
（iii）能够很容易的把现在的方法推广应用到电子输运的全计数统计[7, 77,
120]。
这个方法在具体输运系统中的应用将在下一章中详细讨论。
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上一章系统的介绍了一套计算介观输运体系中输运电流和噪声谱的量子主
方程方法。这一章主要介绍这一方法在具体输运体系中的应运。
4.1 单能级量子点系统
我们考虑一个简单的系统，即单能级的电子输运问题。为了尽量使问题简
化，我们这里忽略电子电子之间的 Coulomb相互作用以及自旋自由度。那么约
化系统的 Hamiltonian就可以表示为：
HS = E0N = E0d
†d, (4.1)
其中 N 是系统的电子数算符，d†和 d分别为电子的产生和消灭算子。
首先，我们要计算库的关联函数。对于单能级系统，他有简单的表达式：
C(±)α (t− τ) =
∑
k
|tαk|2e±i²k(t−τ)f (±)α (²k), (α = L,R) (4.2)
其中 f (+)α = fα 是通常的 Fermi分布，而 f (−)α ≡ 1 − fα。对库的关联函数进行
Fourier变换即得下面到谱函数：
C(±)α (±L) =
∫ ∞
−∞
dt e±iLtC(±)α (t) = Γαf
(±)
α (−L). (4.3)
这里我们作了宽带近似，因此引入了不依赖于能量的常数耦合 Γα ≡ 2pigα|tα|2，
其中 gα是电极的态密度。通过简单的计算，我们发现Lnd = (−E0)nd，因此就有
A(±)α = C
(±)
α (±L)d = Γαf (±)α (E0)d. (4.4)
在占据数表向下，体系有两个态，即零占据 |0〉，和单占据 |1〉。同时，我们
考虑电压较大（ µL À E0 À µR ，其中 µL/µR 为左/右电极的 Fermi面），则其
中的 Fermi函数就可以近似为0或1。最后得到的输运的主方程为：
ρ˙0 = −ΓLρ0 + ΓRρ1, (4.5a)
ρ˙1 = −ΓRρ1 + ΓLρ0. (4.5b)
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把上面的稳态方程解代入电流，即表达式方程 (3.17)，我们就得到了单能级稳态
输运电流：
I¯ = I¯R = −I¯L = ΓLΓR
ΓL + ΓR
. (4.6)
有了这个结果，就很容易推广到无相互作用的多能级系统。我们考虑能级
间距比能级展宽大很多，即：|Eµ−Eµ−1| À ΓL,R。这样电子通过不同能级的隧
穿效应就可以忽略不计了。总的稳态电流就是
I =
∑
µ
ΓL(Eµ)ΓR(Eµ)
ΓL(Eµ) + ΓR(Eµ)
[fL(Eµ)− fR(Eµ)]. (4.7)
其中 fL (fR)为左（右）边电极的 Fermi函数。从这个结果可以很明显的看到电
流-电压曲线中的台阶结构。每一个台阶对应于又有一个新的能级参与到输运中
来了。
下面我们考虑输运电流的噪声谱。根据公式方程 (3.25)，结电流的涨落可以
表示为
SL(ω) = −4ωΓLIm
[
N˜L0 (ω)
]
+ 2ΓLρ
st
0 − 8piI¯2δ(ω), (4.8a)
SR(ω) = 4ωΓRIm
[
N˜R1 (ω)
]
+ 2ΓRρ
st
1 − 8piI¯2δ(ω). (4.8b)
其中 ρst0 和 ρst1 为量子主方程 (4.5)的稳态解，而 N˜L0 (ω)和 N˜R1 (ω)则要利用他们
各自的线性方程组求解，即利用方程 (3.26)。例如，对于 N˜L0 (ω)有
(iω − ε)N˜L0 (ω) = ΓLN˜L0 (ω)− ΓRN˜L1 (ω), (4.9a)
(iω − ε)N˜L1 (ω) = ΓRN˜L1 (ω)− ΓLN˜L0 (ω) + ΓLρ˜0(ω), (4.9b)
其中 ρ˜0(ω) = iρst0 /(ω + iε)。N˜R(ω)的方程可以类似的得到。那么很容易的我们
就得到：
SL(ω) = SR(ω) = 2I¯
{
Γ2L + Γ
2
R
Γ2
+
2ΓLΓR
Γ2
ω2
Γ2 + ω2
}
, (4.10)
其中 Γ = ΓL + ΓR 为总的隧穿宽度。一般来讲，左右电极噪声谱并不一定要求
相等。而对于这个简单的单能级系统，我们发现左右电极的噪声谱是一样的。
下面我们计算量子点上的电荷涨落谱。根据方程 (3.30)，我们可以得到
Sc(ω) = 2ω
2Re[%˜1(ω) + %˜1(−ω)]，其中我们考虑到了 N0 = 0以及 N1 = 1。再由
方程 (3.28)，%˜1(ω)可以从下面的联立方程求解得到：
iω%˜0(ω) = ΓL%˜0(ω)− ΓR%˜1(ω), (4.11a)
iω%˜1(ω) = ΓR%˜1(ω)− ΓL%˜0(ω)− ρst1 . (4.11b)
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由此得到相应的电荷涨落谱
Sc(ω) = 4I¯
ω2
Γ2 + ω2
. (4.12)
把上面的结电流噪声谱和电荷涨落谱，根据方程 (3.22)进行组合即得到整
个回路电流的噪声谱（假设对称的电容耦合 a = b = 1/2）
S(ω) = I¯
{
1 +
(
1− 4ΓLΓR
Γ2
)
Γ2
Γ2 + ω2
}
. (4.13)
这是一个相当知名的双势垒共振隧穿噪声谱公式。它首先是由 Chen和 Ting用
Green函数的办法得到的[19]。后来，Bu¨ttiker用散射矩阵的方法也得到了同样
的结果[9]。
根据噪声谱可以定义所谓的 Fano因子：
F = S(0)/2I¯ (4.14)
它可以提供很多的信息。如果 F = 1，那么输运就可以用 Poissonian统计来描
述。当 Fano因子大于（小于）1时，说明是 Super- (Sub)-Poissonian噪声。对于
这里的单能级系统，我们有
F = 1− 2ΓLΓR/Γ2, (4.15)
即 Fano因子总是小于1，表明电子的反聚束行为。
这里通过一个简单的例子，就会发现用我们的方法处理这样的问题是相当
方便的。当存在 Coulomb相互作用时，Landauer-Bu¨ttiker方法就不适用了。下
面我们通过简单的例子就会发现，用我们的方法来处理将还是很简便有效的。
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4.2 单能级有 Zeeman劈裂和 Coulomb相互作用
上面的例子里面，我们没有考虑 Coulomb相互作用。下面的这个系统，我
们考虑 Coulomb相互作用的影响。并且我们还考虑加上了一个磁场，使得能级
产生 Zeeman劈裂。系统的 Hamiltonian可以表示为：
HS =
∑
σ
EσNσ + UN↑N↓, (4.16)
其中 E↓和 E↑是 Zeeman劈裂的子能级，而 Nσ = d†σdσ 是自旋为 σ的电子的占
据数算符。在这个模型里面，U -项即代表了多体 Coulomb相互作用。
跟上面的计算一样，首先要得到谱函数 C(±)ασσ′，及算符 A(±)ασ . 首先考虑到
Coulomb相互作用并不会使自旋发生翻转。因此谱函数对于自旋指标是对角的，
即，C(±)ασσ′ = δσσ′C(±)ασσ. 同时我们考虑宽带近似，最后我们得到
A(±)ασ = Γαf
(±)
α (Wσ)dσ, (4.17a)
其中的算符
Wσ ≡ E↑δ↑σ + E↓δ↓σ + U(n↑δ↓σ + n↓δ↑σ) (4.17b)
非常重要，它给出了量子点4个激发能级，即，E↓，E↑，E↓ + U 和 E↑ + U。它
也因此决定了下面4个不同的偏压区：(i) µL > E↓ > µR; (ii) µL > E↑, E↓ > µR;
(iii) µL>E↓ + U,E↑, E↓>µR; 和 (iv) µL>E↑+U,E↓+U,E↑, E↓>µR.
这里我们只给出在偏压区（ii）中的推导，另外几个区域的推导可以类似得
到。在（ii）区，参与的态为下面三个：|0〉（空态），| ↑〉（自旋向上电子的单占
据），以及 | ↓〉（自旋向下电子的单占据）。相应地，输运的量子主方程为
ρ˙0 = −2ΓLρ0 + ΓR(ρ↓ + ρ↑), (4.18a)
ρ˙↓ = −ΓRρ↓ + ΓLρ0, (4.18b)
ρ˙↑ = −ΓRρ↑ + ΓLρ0. (4.18c)
把它的稳态解代入电流方程 (3.17)即得稳态电流
I¯ = I¯R = −I¯L = 2ΓLΓR
Γeff
(4.19)
其中Γeff ≡ 2ΓL + ΓR为有效隧穿宽度。
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下面计算噪声谱。在上面的占据数表象下结电流噪声 SL/R(ω)可以分别表
示为
SL(ω) = −8ωΓLIm
[
N˜L0 (ω)
]
+ 4ΓLρ
st
0 − 8piI¯2δ(ω), (4.20a)
SR(ω) = 4ωΓRIm
[
N˜R↑ (ω) + N˜
R
↓ (ω)
]
+ 2ΓR(ρ
st
↑ + ρ
st
↓ )− 8piI¯2δ(ω).(4.20b)
其中 N˜L0 (ω)，N˜R↑ (ω)，和 N˜R↓ (ω) 可以从他们各自的运动方程求解得到[参见方
程 (3.26)]。例如，对于 N˜L0 (ω)，它就可以从下面的联立线性方程组求解得到
(iω−ε)N˜L0 (ω) = 2ΓLN˜L0 (ω)−ΓRN˜L↑ (ω)−ΓRN˜L↓ (ω), (4.21a)
(iω−ε)N˜L↑ (ω) = ΓRN˜L↑ (ω)−ΓLN˜L0 (ω)+ΓLρ˜0(ω), (4.21b)
(iω−ε)N˜L↓ (ω) = ΓRN˜L↓ (ω)−ΓLN˜L0 (ω)+ΓLρ˜0(ω). (4.21c)
在上面的方程里， ρ˜(ω) = iρst/(ω + iε)其中 ρst 密度矩阵的稳态解，可以从方
程 (4.18)中求解。最后得到结电流噪声
SL(ω) = SR(ω) = 2I¯
[
(2ΓL)
2 + Γ2R
Γ2eff
+
2(2ΓL)ΓR
Γ2eff
ω2
Γ2eff + ω
2
]
. (4.22)
我们发现在这个偏压区，左右结电流的噪声谱也是一样的。
现在计算量子点上电荷的涨落谱。在同样地占据数表现下，它可以表示为
Sc(ω) = 2ω
2Re[%˜↑(ω) + %˜↓(ω) + %˜↑(−ω) + %˜↓(−ω)], (4.23)
其中 %˜↑(ω)和 %˜↓(ω)由下面的联立方程求解得到
iω%˜0(ω) = 2ΓL%˜0(ω)− ΓR%˜↑(ω)− ΓR%˜↓(ω),
iω%˜↑(ω) = ΓR%˜↑(ω)− ΓL%˜0(ω)− ρst↑ , (4.24)
iω%˜↓(ω) = ΓR%˜↓(ω)− ΓL%˜0(ω)− ρst↓ .
把上面的解代入即得
Sc(ω) = 4I¯
[
ω2
Γ2eff + ω
2
]
. (4.25)
上面给出的仅是偏压区（ii）的推导。对于在其它三个偏压区域，推导的步
骤是非常类似的，就里就不在赘述。所有的结果都已经列在表 (4.1)中。
下面我们对得到的结果做一个简单的讨论。在文献[114]中，利用非平衡实
时图解的方法已经得到了零频的噪声谱。这里，我们把这些结果推广到了有限
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表 4.1: 零频和有限频率的噪声谱在以下不同偏压区的结果(i) µL > E↓ >
µR，(ii) µL > E↑, E↓ > µR，(iii) µL > E↓ + U,E↑, E↓ > µR，以及 (iv) µL>
E↑+U,E↓+U,E↑, E↓ > µR。下面的结果中，我们引入了 Γ = ΓL + ΓR 代表
总的隧穿宽度，Γeff = 2ΓL + ΓR 代表有效隧穿宽度，以及为简便还引进了
Z = Γ3 − Γ2LΓR + ΓLΓ2R + 5Γ3R。
区 (i) (ii) (iii) (iv)
S(0)
2ΓLΓR(Γ
2
L+Γ
2
R)
Γ3
4ΓLΓR(4Γ
2
L+Γ
2
R)
Γ3eff
2ΓLΓR(ΓL+2ΓR)
Γ5
(Γ3 − 3ΓLΓ2R) 4ΓLΓR(Γ
2
L+Γ
2
R)
Γ3
SL(ω)
4Γ2LΓ
2
R
Γ3
ω2
Γ2+ω2
16Γ2LΓ
2
R
Γ3eff
ω2
Γ2eff+ω
2
2Γ2LΓRZω
2
Γ5(Γ2+ω2)
+
4Γ3LΓR(Γ
2
L−2Γ2R)ω2
Γ3(Γ2+ω2)2
8Γ2LΓ
2
R
Γ3
ω2
Γ2+ω2
SR(ω)
4Γ2LΓ
2
R
Γ3
ω2
Γ2+ω2
16Γ2LΓ
2
R
Γ3eff
ω2
Γ2eff+ω
2
6Γ2LΓ
3
R(ΓL+2ΓR)ω
2
Γ5(Γ2+ω2)
− 4Γ3LΓ2R(2ΓL+3ΓR)ω2
Γ3(Γ2+ω2)2
8Γ2LΓ
2
R
Γ3
ω2
Γ2+ω2
Sc(ω)
4ΓLΓR
Γ
ω2
Γ2+ω2
8ΓLΓR
Γeff
ω2
Γ2eff+ω
2
2ΓLΓR(Γ
2+3Γ2R)ω
2
Γ3(Γ2+ω2)
+
4Γ2LΓR(ΓL+2ΓR)ω
4
Γ3(Γ2+ω2)2
8ΓLΓR
Γ
ω2
Γ2+ω2
的频率区域。用的方法也是相当的直接和方便。在偏压区（i）和（iv），总的来说
就是相差一个两倍的关系。理由解释如下。在（i）区，左边电极中的电子只能
通过自旋向下的子能级穿过量子点，而在（iv）区电子可以同时通过自旋向上和
向下的子能级自由地穿过量子点（因为 Coulomb阻塞已经被克服掉了）。因此
在（iv）区所得到地结果与前面这一节中地无相互作用的量子点中的结果是一
样的。在 Coulomb阻塞区（ii），电子要么通过自旋向上子能级穿过量子点，要
么自旋向下的子能级穿过量子点，两者不能同时进行。与（i）区的情况相比，从
左边电极进来的电子的概率增加了两倍，而从右边电极离开量子点的概率却没
有变化，因此在（ii）区的所有结果中，“2ΓL” 替代了（i）区中的“ΓL”。在（iii）
区，Coulomb阻塞被部分克服，也就是说当量子点中占据了一个自旋向上的电
子的时候，左边电极的电子仍然可隧穿过量子点。因此在这个区域噪声谱也变
得稍微复杂。当然，这一区噪声和（ii）区的特别行为也为我们区别无相互作用
的和 Coulomb阻塞的现象提供了一个有效的途径。这也正是文献[114]中说强调
的。
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图 4.1: 耦合量子点的输运示意图。
4.3 耦合的双量子点系统
前面的模型中考虑的都是单个量子点的情况。这一节我们讨论耦合的双量
子点的输运特性，如图 4.1 所示。在一定的偏压下，我们假定每个量子点中只有
一个能级参与输运。那么相应的 Hamiltonian就可以写为
HˆS =
∑
i=1,2
∑
σ=↑,↓
EiNiσ + U0
∑
i=1,2
Ni↑Ni↓ + U12N1N2 +
∑
σ=↑,↓
Ω(d†1σd2σ + d
†
2σd1σ),
(4.26)
其中Niσ = d†iσdiσ是第 i个量子点中自旋为 σ的占据数算符，以及Ni =
∑
σNiσ。
两个量子点之间的耦合，以及点间（点内）的 Coulomb相互作用分别用 Ω，U0
(U12)，刻画。
在无相互作用的极限下，噪声谱的表达式已经在文献[112]中得到。他们
用的方法是量子轨道理论 (quantum trajectory theory)。由于这个理论是建立
在对 Lindblad型主方程的分解(unravelling)上，因此在实际操作中存在一定的
限制。例如，当存在多体 Coulomb相互作用时，输运的主方程就不能表示为
Lindblad形式的。在下面，我们展示我们的粒子数分辨的主方程方法能够很好
的处理这一问题。为简单起见，我们假设点内的 Coulomb相互作用很强，即
E1,2 + U0 > µL > µR。这就表明每个量子点最多只能单占据。而对于点间的
Coulomb相互作用，我们分别考虑以下两种情况：(i) µL > E1,2 + U12 > µR 和
(ii) E1,2 + U12 > µL > µR。
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4.3.1 弱点间相互作用情形
这对应于偏压区 µL > E1,2+U12 > µR，因此也叫做单量子点 Coulomb阻塞
区，因为耦合量子点上可以占据两个电子。相应的参与输运的态就有： |0〉 (空
占据)， |1σ〉 (第一个点上占据一个电子)，|2σ〉 (第二个点上占据一个电子)，以
及 |1σ2σ′〉 (两个点各占据一个电子)。在此基失下，方程 (3.18)就会导致下面的
输运主方程
ρ˙0 = −2ΓLρ0 + ΓR[ρ2↑ + ρ2↓],
ρ˙1↑ = iΩ
[
ρ1↑2↑ − ρ2↑1↑
]
+ ΓLρ0 + ΓR[ρ1↑2↑ + ρ1↑2↓],
ρ˙2↑ = −iΩ
[
ρ1↑2↑ − ρ2↑1↑
]− (2ΓL + ΓR)ρ2↑, (4.27)
ρ˙1↑2↑ = −ΓRρ1↑2↑ + ΓLρ2↑,
ρ˙1↑2↑ = i∆ρ
1↑
2↑ + iΩ[ρ1↑ − ρ2↑]−
1
2
(2ΓL + ΓR)ρ
1↑
2↑,
其中有密度矩阵的非对角元 ρ1↑2↑ = 〈1 ↑ |ρ|2 ↑〉，和能级的不匹配 ∆ = E2 − E1。
这里为了简洁，我们只列出了自旋向上的分量。自旋向下分量地运动方程可以
类似地得到。
把上面方程 (4.27)地稳态解代入电流表达式即得到稳态电流
I¯ =
4γ1ΓLΓRΩ
2
ΓLΓR(γ21 + 4∆
2) + 2γ21Ω
2
, (4.28)
其中我们引入了 γ1 ≡ 2ΓL + ΓR。与“无自旋”地情况相比，可能地占据态是一
样地，但是电子从左边进到量子点地概率却有效地增加了2倍，而从右边出去地
概率并没有发生变化。因此这就导致了我们的结果与文献[56]或[63]中结果地不
同。他们地模型并没有考虑自旋地自由度或 Coulomb相互作用。
下面计算噪声谱。对于结电流噪声谱如 SL(ω)的计算，我们利用MacDonald
公式(3.23)，即有
SL(ω) = −8ωΓLIm
[
N˜0(ω) + N˜2↑(ω) + N˜2↓(ω)
]
+4ΓL(ρ
st
0 + ρ
st
2↑ + ρ
st
2↓)− 8piI¯2δ(ω), (4.29)
其中 ρst 是方程 (4.27)的稳态解，而 N˜(ω) = ∫∞
0
dt e(iω−ε)tN(t)可以通过下面的
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联立线性方程组求解得到。
(iω−ε)N˜0(ω) = 2ΓLN˜0(ω)−ΓR[N˜2↑(ω)+N˜2↓(ω)],
(iω−ε)N˜1↑(ω) = −ΓLN˜0(ω)−iΩ
[
N˜1↑2↑ (ω)−N˜2↑1↑ (ω)
]
−ΓR[N˜1↑2↑(ω)+N˜1↑2↓(ω)] + ΓLρ˜0(ω),
(iω−ε)N˜2↑(ω) = (2ΓL+ΓR)N˜2↑(ω) + iΩ
[
N˜1↑2↑ (ω)− N˜2↑1↑ (ω)
]
, (4.30)
(iω−ε)N˜1↑2↑(ω) = ΓRN˜1↑2↑(ω)− ΓLN˜2↑(ω) + ΓLρ˜2↑(ω),
(iω − ε)N˜1↑2↑ (ω) = −i∆N˜1↑2↑ (ω)− iΩ[N˜1↑(ω)− N˜2↑(ω)] +
1
2
(2ΓL + ΓR)N˜
1↑
2↑ (ω),
其中 ρ˜(ω) = iρst/(ω + iε). 很直接的我们就得到下面的零频 Fano因子
F (0) = 1− 4ΓLΓRΩ
2[4γ21(∆
2+Ω2) + 2ΓLΓR(γ
2
1−12∆2) + γ41 ]
[ΓLΓR(γ21+4∆
2)+2γ21Ω
2]2
. (4.31)
对于有限频率的噪声谱，其数值结果显示在图 4.2(a)中的虚线。其中我们采用的
参数为 ΓL = ΓR = Γ，∆ = 0以及 Ω = 6Γ。对于 SR(ω)计算过程跟上面类似，
最后说得到的结果跟 SL(ω)是一样的。
根据方程 (3.22)，耦合量子点中电荷涨落的谱可以表示为
Sc(ω) = 4ω
2Re[%˜1↑(ω) + %˜2↑(ω) + 4%˜1↑2↑(ω) + %˜1↑(−ω) + %˜2↑(−ω) + 4%˜1↑2↑(−ω)]
(4.32)
其中
iω%˜0(ω) = 2ΓL%˜0(ω)− ΓR[%˜2↑(ω) + %˜2↓(ω)], (4.33a)
iω%˜1↑(ω) = −ΓL%˜0(ω)− ΓR[%˜1↑2↑(ω) + %˜1↑2↓(ω)]
−iΩ[%˜1↑2↑(ω)− %˜2↑1↑(ω)]− ρst1↑, (4.33b)
iω%˜2↑(ω) = (2ΓL + ΓR)%˜2↑(ω) + iΩ
[
%˜1↑2↑(ω)− %˜2↑1↑(ω)
]− ρst2↑, (4.33c)
iω%˜1↑2↑(ω) = ΓR%˜1↑2↑(ω)− ΓL%˜2↑(ω)− 2ρst1↑2↑, (4.33d)
iω%˜1↑2↑(ω) = −i∆%˜1↑2↑(ω)− iΩ[%˜1↑(ω)− %˜2↑(ω)]
+
1
2
(2ΓL + ΓR)%˜
1↑
2↑(ω)− [ρst]1↑2↑. (4.33e)
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在共振情况下(∆ = E2 − E1 = 0)，我们立即得到
Sc(ω)
2I¯
=
ω2
2[ω2+(γ1/2)2]
×
γ41−6ΓLΓRγ21 + 4(ω2−4Ω2)2+γ21(ω2+4Ω2)−8ΓLΓR(ω2−4Ω2)+4(4Γ2L+Γ2R)ω2
γ21ω
2 + (ω2 − 4Ω2)2 + 4ΓLΓR[ΓLΓR − (ω2 − 4Ω2)] .
(4.34)
数值结果展示在的虚线图 4.2(b)中。
4.3.2 强点间相互作用情形
这种情形对应于偏压区 E1,2 + U12 > µL > µR，因此也称为 双量子点
Coulomb阻塞区，因为两个量子点同时都有一个电子占据的情况是不允许的。
那么参与输运的态就有：|0〉－－两个点都空占据，|1σ〉－－第一个点被一个自
旋为 σ的电子占据，以及 |2σ〉－－第二个点被一个自旋为 σ的电子占据。在此
表象下，输运主方程可以写为
ρ˙0 = −2ΓLρ0 + ΓR[ρ2↑ + ρ2↓],
ρ˙1↑ = iΩ
[
ρ1↑2↑ − ρ2↑1↑
]
+ ΓLρ0,
ρ˙2↑ = −iΩ
[
ρ1↑2↑ − ρ2↑1↑
]− ΓRρ2↑, (4.35)
ρ˙1↑2↑ = i∆ρ
1↑
2↑ + iΩ[ρ1↑ − ρ2↑]−
1
2
ΓRρ
1↑
2↑.
同样地，自旋向下的方程组可以类似地得到。最后得到稳态的输运电流为
I¯ =
ΓRΩ
2
Ω2(2 + ΓR/2ΓL) + Γ2R/4 + ∆
2
. (4.36)
与以前地结果，如文献[110, 36]比较，我们发现有一些微小地差别，即 ΓL 前面
有两倍的关系。这是由于我们考虑了自旋地自由度而产生的。
结电流的噪声谱可利用MacDonald公式(3.23)计算。例如
SL(ω) = −8ωΓLIm[N˜0(ω)] + 4ΓLρst0 − 8piI¯δ(ω), (4.37)
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其中 ρst0 为方程 (4.35)的稳态解，而 N˜0(ω)满足[这里引入 ρ˜0(ω) = iρst0 /(ω + iε)]
(iω−ε)N˜0(ω) = 2ΓLN˜0(ω)−ΓR[N˜2↑(ω)+N˜2↓(ω)], (4.38a)
(iω−ε)N˜1↑(ω) = −ΓLN˜0(ω)−iΩ
[
N˜1↑2↑ (ω)−N˜2↑1↑ (ω)
]
+ ΓLρ˜0(ω), (4.38b)
(iω−ε)N˜2↑(ω) = ΓRN˜2↑(ω)+iΩ
[
N˜1↑2↑ (ω)−N˜2↑1↑ (ω)
]
, (4.38c)
(iω−ε)N˜1↑2↑ (ω) = −i∆N˜1↑2↑ (ω)− iΩ[N˜1↑(ω)−N˜2↑(ω)]+
1
2
ΓRN˜
1↑
2↑ (ω).(4.38d)
对上面的方程求解即得到零频 Fano因子
F0 = 1− 4ΓLΩ
2[ΓR(Γ
2
R+6ΓLΓR+8Ω
2)+4∆2(ΓR−2ΓL)]
[2γ2Ω2 + ΓL(Γ2R + 4∆
2)]2
, (4.39)
其中 γ2 = 4ΓL + ΓR. 这个结果跟文献[36]有一点微小差别，原因也是他们没有
考虑自旋自由度。根据类似的步骤得到的 SR(ω)是一样的。频率相关的噪声谱
SL/R(ω)的数值结果用点线展现在了图 4.2(a)中。
量子点上电荷的涨落谱可以表达为
Sc(ω) = 4ω
2Re[%˜1↑(ω) + %˜2↑(ω) + %˜1↑(−ω) + %˜2↑(−ω)] (4.40)
其中
iω%˜0(ω) = 2ΓL%˜0(ω)− ΓR[%˜2↑(ω) + %˜2↓(ω)],
iω%˜1↑(ω) = −ΓL%˜0(ω)− iΩ
[
%˜1↑2↑(ω)− %˜2↑1↑(ω)
]− ρst1↑,
iω%˜2↑(ω) = ΓR%˜2↑(ω) + iΩ
[
%˜1↑2↑(ω)− %˜2↑1↑(ω)
]− ρst2↑,
iω%˜1↑2↑(ω) = −i∆%˜1↑2↑(ω)− iΩ[%˜1↑(ω)− %˜2↑(ω)] +
1
2
ΓR%˜
1↑
2↑(ω)− [ρst]1↑2↑, (4.41)
其中 ρst1↑, ρst2↑, 以及 [ρst]1↑2↑ 是方程 (4.35) 的稳态解。求解上面的方程组即得到电
荷涨落谱，其数值结果显示在图 4.2(b)的电线中。
下面我们对以上的结果做一个简单的讨论。
为了对比，我们还列出了无相互作用的耦合量子点的结果(图 4.2中所有的
实线)，它对应于偏压区 µL > E1,2 + U0(U12) > µR。
(i) 对于电子输运通过耦合的量子点，输运电子将会在两个量子点之间相干
振荡。这个效应在 Ω较大时尤其明显。在这种情况下，一旦有一个电子从左边
电极入射到第一个量子点，那么他将会两个量子点间相干振荡，直到它从右边
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图 4.2: 耦合量子点中的噪声谱。(a)和 (b)中显示的分别是结电流噪声谱和电
荷涨落谱，而 (c)则是整个回路的噪声（这里选取了 a = b = 1/2）。实线、虚线、
和点线分别画的是无相互作用、单量子点 Coulomb阻塞以及双量子点 Coulomb
阻塞的结果。这里我们选取的参数为 ΓL = ΓR = Γ, ∆ = 0以及Ω = 6Γ。注意，
相互作用的绝对数值(即 U0和 U12) 不会进到结果里面去，它们只决定量子点处
在哪个输运区。
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量子点隧穿出去。如果电极和系统间的耦合较弱，那么电子隧穿出去的概率就
较小。电子的这种相干振荡严重的抑制了第二个电子进入到量子点系统。因此，
回路电流的噪声谱中就会在 ω = 2Ω附近出现一个明显的低谷[见图 4.2(c)，图中
取了(∆ = 0)]。
(ii) Coulomb相互作用和相干振荡之间的相互影响也会对噪声谱有所影响。
明显的，对于 SL/R(ω)，当变化 Coulomb相互作用，使得把系统到了双量子点
Coulomb阻塞区，那么在频率ω = 2Ω附近的低谷就会变成拐点行为。
(iii) 在双量子点 Coulomb阻塞区，电荷涨落谱总会在 ω = 2Ω附近出现一
个峰[见图 4.2(b)中的点线]。其产生的原因就是上面所说的电子相干振荡。而另
一方面，在无相互作用或者单量子点 Coulomb阻塞区，电荷涨落谱在 ω = 2Ω
是否存在峰依赖于输运器件的几何结构。例如，图 4.2(b)中的实线（对应于无相
互作用系统）就没有出现峰，就是因为器件的输运对称性(即 ΓL = ΓR). 而在不
对称的情况下，例如 ΓL = 5ΓR就会在 ω = 2Ω出现一个峰（这里没有画出来）。
4.4 小结
利用我们建立的量子主方程方法，我们系统的研究了电子在不同量子点系
统中的输运性质。
对于无 Coulomb相互作用且不考虑自旋的单能级系统，我们用很简便和高
效的方法即得到了以前文献中的电流和噪声谱的结果。另一方面，这也可以看
作是对我们这个主方程方法的一个检验。
其次，我们还研究了存在自旋 Zeeman劈裂以及 Coulomb相互作用的单量
子点系统的输运特性。已有一些文献对它的电流和零频噪声作了描述。我们得
到的结果与他们的相符。并且，我们把它推广到了有限频率空间的噪声谱。
最后，我们重点研究了耦合量子点系统中的电流和噪声谱特性。对于这个
系统的理论研究，目前主要集中在电流，以及零频噪声等方面。例如，文献[64]研
究了双量子点系统中的零频噪声，发现了由量子相干个 Coulomb阻塞引起的
超-Poissonian噪声。而且它还对电声子散射相当敏感。这里，我们根据点内和
点间的 Coulomb相互作用强度，我们把系统分为三个偏压区，并分别对每个区
的稳态电流，以及零频和含频率的噪声谱进行了详细的描述和讨论。尤其是频
率相关的噪声谱，我们发现它能给出了比平均电流和零频噪声更多的关于系统
动力学的，以及内部能级结构等信息。

第五章 耦合量子点中自旋流噪声
前面几章主要介绍了电荷的输运特性，即电流及电流的噪声谱。通过研究
噪声谱，通常我们可以得到比电流更多的关于系统的信息，因此受到了广泛地
关注[9, 1]。另外，电子除了电荷这一自由度外，还有自旋自由度。而对自旋相关
的噪声谱的研究还相对较少，但重视程度却在逐渐增加。例如，文献[119]中发
现，自旋流的噪声与输运中准粒子的自旋单元是紧密相关的；还有，磁泵浦的自
旋流的噪声可以用来探测自旋退相干[34]；又如，如果量子点与一个腔场耦合，
自旋流显示出光子态的分立特性[32]；再如，自旋流分量的噪声还可以被用来探
测相互吸引还是相互排斥的关联[103]。当然还有其他一些相关文献，这里就不
再一一罗列。
这一章我们主要讨论通过耦合量子点的自旋流及其分量的噪声谱。首先，
我们要把前面的电子数分辨的量子主方程推广到自旋分辨的量子数主方程；然
后再利用它建立一套系统的计算自旋流及自旋流噪声的方法。我们研究的一个
模型系统是耦合量子点与铁磁电极接触的这样一个系统。点与点之间的耦合，
点内点间的 Coulomb相互作用，以及电极的自旋机化，他们之间的相互影响，
为我们的研究提供了丰富的物理内容。主要的结果和讨论将在后面展开。
5.1 系统介绍
我们研究的系统如图 5.1所示。耦合的量子点夹在两个铁磁电极之间。左边
和右边的量子点分别标记为“L”和“R”。那么整个系统的 Hamiltonian可以表
1
L RFM FM
V
图 5.1: 电子输运通过铁磁电极/耦合量子点/铁磁电极结构的示意图。
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示为：
Hˆ = HˆB + HˆS + Hˆ
′. (5.1)
这里，HˆB =
∑
α=L,R
∑
k,σ εαkc
†
αkσcαkσ 描述左右电极，他们都是自旋极化的。
其中，cαkσ (c†αkσ) 是电极 α = L 或 R, 自旋为 σ = ↑ 或 ↓ 的消灭(产生)算符。
铁磁电极由自旋相关的态密度 gασ(ω) 刻画。为简单期间，把态密度设为常
数，即 gασ(ω) = gασ。那么，电极的极化就可以用下面的参数来描述 pα =
(gα↑ − gα↓)/(gα↑ + gα↓)，满足 −1 6 pα 6 1。
第二项表示耦合量子点的 Hamiltonian
HˆS =
∑
α=L,R
Eαnˆα + U0(nˆL↑nˆL↓+ nˆR↑nˆR↓) + U ′nˆLnˆR + Ω
∑
σ
(d†LσdRσ+d
†
RσdLσ).(5.2)
这里 nˆασ = d†ασdασ 以及 nˆα =
∑
σ nˆασ，其中 dασ (d†ασ)量子点 α内自旋为 σ的消
灭（产生）算子。注意，这里 α标记左边或者右边的量子点，而非左右电极。每
个量子点内都假设只有一个自旋简并的能级 EL/R。还有，U0 和 U ′分别为点内
和点间的 Coulomb相互作用；而 Ω为两个量子点的耦合强度。
第三项描述量子点和电极的耦合，其 Hamiltonian为
Hˆ ′ =
∑
αkσ
(
tαkc
†
αkσdασ +H.c.
)
. (5.3)
注意，由于电极的自旋极化，隧穿几率就应该是自旋相关的，即Γα↑ = (1 +
pα)Γα/2 与 Γα↓ = (1− pα)Γα/2，是不同的。其中Γα = 2pi
∑
k |tαk|2δ(εαk − ω)是
总的隧穿几率。
这里，根据不同的偏压，我们主要考虑以下几种情形。情形 (i): 无相互作用
的量子点(以下简记为：NINT)，即 U0 = U ′ = 0。情形 (ii): 单量子点Coulomb阻
塞区(以下简记为：SDCB)，即 U0 → ∞以及 U ′ = 0。在这种情形下，每个量子
点都是不允许双占据的，但是两个量子点同时单占据是允许的。情形 (iii): 双量
子点 Coulomb阻塞区(以下简记为：DDCB)，即对应于 U0 →∞以及 U ′ →∞。
在这种情形下，顶多只有一个电子占据耦合量子点系统。
5.2 自旋分辨的量子主方程方法
这一节主要介绍计算自旋相关的噪声谱的方法。要点是得到条件性的约化
密度矩阵，使他不仅受限于透射过去的电子数，而且受限于它们的自旋。
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为此，我们首先要把粒子数分辨的量子主方程[78, 79, 83]推广到自旋分辨
的量子主方程。系统的约化密度矩阵为 ρ(t) ≡ TrB[ρT(t)]，即整个系统的密度矩
阵对环境求迹得到。假定隧穿 Hamiltonian Hˆ ′ 较弱，那么基于二阶累计展开就
得到[128]
ρ˙(t) = −iLρ(t)−
∫ ∞
0
dτ〈L′(t)G(t, τ)L′(τ)G†(t, τ)〉ρ(t), (5.4)
其中的 Liouvillian超算符定义为 LA ≡ [HˆS, A]，L′A ≡ [Hˆ ′, A]，以及 G(t, τ)A ≡
G(t, τ)AG†(t, τ)。这里，G(t, τ)是关于系统 HamiltonianHˆS的自由演化算子。
为了使主方程依赖隧穿的电子数[78, 79, 83]，我们把整个左右电极的
Hilbert空间 B分解为它们的子空间的和，即 B(nL↑,nL↓)L ⊗ B
(n
R↑,nR↓)
R ，其中 nασ 是穿
过电极 α (α=L，或 R) 的自旋为 σ的电子数。对上面子空间的部分求迹就得到
描述约化系统的自旋分辨的量子主方程
ρ˙
(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓
)
= −iLρ
(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓
)
− 1
2
{∑
ασ
[
d†ασA
(−)
ασρ
(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓
)
+ ρ
(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓
)
A(+)ασd
†
ασ
]
−
[
d†L↑ρ
(
nL↑+1, nR↑
nL↓, nR↓
)
A
(+)
L↑ + d
†
L↓ρ
(
nL↑, nR↑
nL↓+1, nR↓
)
A
(+)
L↓ +A
(−)
L↑ ρ
(
nL↑−1, nR↑
nL↓, nR↓
)
d†L↑
+A
(−)
L↓ρ
(
nL↑, nR↑
nL↓−1, nR↓
)
d†L↓ + d
†
R↑ρ
(
nL↑, nR↑+1
nL↓, nR↓
)
A
(+)
R↑ + d
†
R↓ρ
(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓+1
)
A
(+)
R↓
+A
(−)
R↑ρ
(
nL↑, nR↑−1
nL↓, nR↓
)
d†R↑+ A
(−)
R↓ρ
(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓−1
)
d†R↓
]
+H.c.
}
. (5.5)
这里，A(+)ασ ≡∑σ′ C(+)ασ′σ(L)dασ′以及A(−)ασ ≡∑σ′ C(−)ασσ′(−L)dασ′。其中C(±)ασσ′(±L) =∫
dtC
(±)
ασσ′(t)e
±iLt. 这里的库关联函数分别定义为C(+)ασσ′(t − τ) ≡ 〈f †ασ(t)fασ′(τ)〉
和C(−)ασσ′(t−τ) ≡ 〈fασ(t)f †ασ′(τ)〉。其中 fασ =
∑
k tασcαkσ，以及 〈· · ·〉 ≡ TrB[(· · · )ρB]
代表通常的热库平均。
5.2.1 自旋流表达式
知道了上面的条件性的态，那么几率分布函数就可以表达为
P [
(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓
)
, t] ≡ Trρ
(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓
)
, (5.6)
其中 Tr(· · · )代表对系统的态求迹。那么穿过电极 α的自旋为 σ的分量的流为
Iσα = e
d
dt
∑
nL↑,nL↓
∑
nR↑,nR↓
nασP
[(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓
)
, t
]
= eTrN˙σα , (5.7)
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其中 Nσα ≡
∑
nL↑,nL↓,nR↑,nR↓nασρ
(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓
)
. 根据方程 (5.5)，我们得到
d
dt
Nσα = −iLNσα −
1
2
{∑
α′σ′
[
d†α′σ′ , A
(−)
α′σ′N
σ
α−NσαA(+)α′σ′
]
+
[
d†ασρ(t)A
(+)
ασ −A(−)ασ ρ(t)d†ασ
]
+H.c.
}
. (5.8)
对上式求迹即得到自旋分量流
Iσα =
1
2
eTr
{[
d†ασA
(−)
ασ − A(+)ασ d†ασ
]
ρ(t) + H.c.
}
, (5.9)
其中 ρ(t)是非条件性的密度矩阵，满足方程 (5.4)，即
ρ˙(t) = −iLρ(t)− 1
2
∑
ασ
{[
d†ασ, A
(−)
ασρ(t)−ρ(t)A(+)ασ
]
+H.c.
}
. (5.10)
5.2.2 自旋分量流噪声
注意到通过电极 α的总电荷流和自旋流分别为
Ichα = I
↑
α + I
↓
α, (5.11a)
Ispα = I
↑
α − I↓α. (5.11b)
那么，总的电荷流噪声与自旋流噪声可以分别表达为
Schαα′ = S
↑↑
αα′ + S
↓↓
αα′ + S
↑↓
αα′ + S
↓↑
αα′ , (5.12a)
Sspαα′ = S
↑↑
αα′ + S
↓↓
αα′ − S↑↓αα′ − S↓↑αα′ . (5.12b)
其中自旋相关的分量噪声谱定义为
Sσσ
′
αα′(ω)≡
∫ ∞
−∞
dt cos(ωt)〈{∆Iσα(t),∆Iσ
′
α′ (0)}〉. (5.13)
其中，∆Iσα(t) ≡ Iσα(t)− I¯σα。在下面的讨论中，相同或不同自旋流的涨落分别叫
做自或者互关联噪声。利用MacDonald公式[84, 40, 92]，我们可以得到分量噪
声谱为
Sσσ
′
αα′(ω) = 2ω
∫ ∞
0
dt sin(ωt)
d
dt
[
Mσσ
′
αα′ (t)−I¯σα I¯σ
′
α′ t
2
]
, (5.14)
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表 5.1: 不同情形下的自旋分量流，以及总的电荷和自旋流(i) NINT 情形，(ii)
SDCB 情形，和(iii) DDCB 情形。这里，γ0 ≡ ΓL + ΓR，γs ≡ 2ΓL + ΓR，以
及γd ≡ 4ΓL + ΓR 是对应于不同情形的有效隧穿宽度。
Cases (i) (ii) (iii)
I¯↑ (1 + p)ΓLΓR
γ0
Ω2
Ω2+ 1
4
(1+p)2ΓLΓR
1+p
2
2ΓLΓR
γs
Ω2
Ω2+ 1
2
(1+p2ΓR/γs)ΓLΓR
1+p
2
4ΓLΓR
γd
Ω2
2Ω2+(1+p2)(ΓLΓ
2
R/γd)
I¯↓ (1− p)ΓLΓR
γ0
Ω2
Ω2+ 1
4
(1−p)2ΓLΓR
1−p
2
2ΓLΓR
γs
Ω2
Ω2+ 1
2
(1+p2ΓR/γs)ΓLΓR
1−p
2
4ΓLΓR
γd
Ω2
2Ω2+(1+p2)(ΓLΓ
2
R/γd)
I¯ch 8ΓLΓRΩ
2
γ0
(1−p2)ΓLΓR+4Ω2
[(1+p2)ΓLΓR+4Ω2]2−4p2Γ2LΓ2R
2ΓLΓR
γs
Ω2
Ω2+ 1
2
(1+p2ΓR/γs)ΓLΓR
4ΓLΓR
γd
Ω2
2Ω2+(1+p2)(ΓLΓ
2
R/γd)
I¯sp p8ΓLΓRΩ
2
γ0
(p2−1)ΓLΓR+4Ω2
[(1+p2)ΓLΓR+4Ω2]2−4p2Γ2LΓ2R
p2ΓLΓR
γs
Ω2
Ω2+ 1
2
(1+p2ΓR/γs)ΓLΓR
p4ΓLΓR
γd
Ω2
2Ω2+(1+p2)(ΓLΓ
2
R/γd)
其中 I¯σα 稳态电流，可以从方程 (5.9) 中得到。另外，我们还引入了一个新的量，
即 Mσσ′αα′ (t) ≡ e2
∑
nL↑,nL↓,nR↑,nR↓nασnα′σ′P
[(
nL↑, nR↑
nL↓, nR↓
)
, t
]。利用自旋分辨的量子主方
程(3.10)，我们发现它满足
d
dt
Mσσ
′
αα′ =
1
2
e2Tr
{[
d†ασA
(−)
ασ−A(+)ασd†ασ
]
Nσ
′
α′(t)
+
[
d†α′σ′A
(−)
α′σ′−A(+)α′σ′d†α′σ′
]
Nσα (t)
+
[
d†ασA
(−)
ασ+A
(+)
ασd
†
ασ
]
ρstδαα′δσσ′+H.c.
}
, (5.15)
其中 Nσα (t) 可以由方程 (5.8)得到，而 ρst 是主方程(5.10)的稳态解。很多情况
下，我们关心的是零频的自旋相关噪声谱。在这种情况下，它有以下简单表达
式[40, 36, 34]
Sσσ
′
αα′ = 2
d
dt
[
Mσσ
′
αα′ (t)− I¯σα I¯σ
′
α′ t
2
]∣∣
t→∞. (5.16)
以上介绍的就是描述自旋相关输运的方法。这套方法不仅可以研究自旋流，
还可以研究自旋相关的噪声谱。下面我们就研究一个具体的模型系统，即通过
耦合量子点的自旋相关输运。
5.3 电流及自旋流特性
为了简单期间，我们假设每种情形下偏压较大，那么相应的 Fermi函数就
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图 5.2: 不同情况下自旋流及电流随自旋极化 p的关系(i) NINT 情形(实线)，(ii)
SDCB 情形(虚线)，以及(iii) DDCB 情形(点线)，图 (a)-(d) 分辨显示了当 Ω =
0.2Γ时，自旋向上、自旋向下、总电荷以及总自旋流；而 (e)-(h) 是 Ω = 2.0Γ时
对应的各种流。
可以取为0或1。同时还假定左右电极有一样的自旋极化，即 pL = pR = p；以及
两个量子点中的能级共振，即 EL = ER。这可以通过调节左右量子点的门电压
来实现（见参考文献[98]）。列在表 (5.1)中的是稳态的自旋分量电流，以及总的
电荷和自旋流。数值结果显示再图 5.2中，这里我们还另外假定了左右电极的耦
合强度是一样的，即 ΓL = ΓR = Γ。
这里主要的结果总结如下：(i) 存在 Coulomb相互作用的情况下，电流会受
到抑制；(ii) 自旋分量流 I¯↑和 I¯↓ 存在着对称性关系，因此我们只需考虑其中的
一个，例如 I¯↑；(iii) 自旋向上的电流(I¯↑) 以及总的自旋流随着 p的增加而增加，
而总的电荷流在 p = 0时达到最大值。
无相互作用且弱耦合的量子点的情况显示图 5.2 (a)-(d) 中的实线中，它于
我们上面（iii）中所描述的情形有较大不同。在这种弱的点间耦合情形下，左边
量子点的占据几率很大。在此情况下，电流有简单的表达式。例如自旋向上的
流可以很好的近似为I¯↑ ≈ ΓL↑ρL↓，其中 ρLσ 左边量子点占据一个自旋为 σ的电
子的几率。当铁磁电极的极化从 p = −1变化到 p = 1，ρL↓很快减小，而 ΓL↑线
性增加。那么就导致了自旋向上的流出现了翻折，如图 5.2 (a)中所示。也正是这
个原因导致了总的电荷流和自旋流中的特别行为，如图 5.2 (c)和 (d)中所示。
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5.4 噪声特性
这一节，我们研究通过左边，或者右边隧穿结的各类自旋流的涨落。（回路
电流的噪声请参考文献[55, 3, 83]）。自关联为 Sσσ′αα 其中 α = L或 R。对于目前
的两端器件，互关联满足关系式 Sσσ′LR = −Sσσ′αα。注意，对于三端器件不存在这样
一个简单的表达式（参见文献[7, 24, 25, 23]）。
5.4.1 自关联噪声
我们首先来看自关联噪声谱。注意到这里 S↑↑αα和 S↓↓αα有关于自旋极化的对
称性关系，即图 5.3(a)对 (b)以及 (d)对 (e)。因此，只需要考虑其中的一个，即
S↑↑αα或者 S↓↓αα。对于图 5.3(a)和 (d)的 S↑↑αα，我们发现量子点的 Coulomb相互作
用和电极的极化都会使得 Fano因子增强。噪声谱为 NINT < SDCB < DDCB，
即随着 Coulomb相互作用的增加而增加。随自旋极化的变化关系中，唯一一个
例外的显示在图 5.3(a)中，对应于弱点间隧穿耦合以及无多体 Coulomb相互作
用的情形。在这种情形下，Fano因子没有随着电极的极化而单调增加。这一行
为产生的原因与图 5.2(c) 中电流产生翻折的原因是一样的。
值得注意的是，在 SDCB和 DDCB情形，当点间耦合逐渐增强，电极极化
适当的时候，一个很明显的，强的超-Poisson行为就会产生，如图 5.3(d)中的虚
线和点线所示。这个新奇的行为可以用快慢通道的机制来理解。同样，以 S↑↑αα
为例。如果电极足够自旋向上极化，那么自旋向上的电子就比自旋向下的电子
更容易通过耦合量子点。另外，单量子点（双量子点）Coulomb阻塞不允许单
量子点（双量子点）内双占据。这样就产生了一个快慢通道的机制，导致了电子
的“聚束”行为，因此也就产生了输运电子的超-Poisson行为。
这里，强的 Coulomb相互作用对于电子的聚束隧穿是非常关键的，否则的
话，自旋向上和自旋向下的电子将会独立的隧穿，因此也就不会产生超-Poisson
行为[9]。同时，一个相对较强的点间耦合对超-Poisson行为的产生也是很重要
的。如果点间耦合较弱，那么电子就会在左边量子点中待很长时间。这就会减
弱电子的聚束隧穿隧穿，那么相应的噪声就会变成次-Poisson行为，如图 5.3(a)
和 (b)中的虚线和点线所示。这个解释应该不会与一般的量子相关会抑制噪声
的观点[63, 3, 83] 冲突。
同样地动态自旋阻塞效应在三端的量子点器件中[25, 24, 23] 以及铁磁
电极/量子点/铁磁电极的结构中[31] 也起着重要的作用。同时，一个相似的
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图 5.3: 单独的自旋相关噪声分别在 NINT情形(实线)，SDCB 情形(虚线)，以
及DDCB 情形(点线)的行为。图 (a)-(c) 是在弱耦合情形下的结果(Ω = 0.2Γ)，
而强耦合情况下(Ω = 2.0Γ)的结果显示在(d)-(f)中。
叫做动态电荷阻塞的机制对双通道系统中产生的超-Poisson 行为起主导作
用。[65, 116, 66, 120]
5.4.2 互关联噪声
现在我们开始讨论互关联噪声(S↑↓αα 或 S↑↓αα)。如图 5.3(c) and (f) 所示，它
们关于极化是对称的。对于无相互作用的量子点，相反自旋流之间的互关联噪
声是为零的，如图 5.3(c)和 (f)中所示。这个原因很简单。虽然电极是自旋极化
的，但是由于不存在 Coulomb相互作用，自旋向上和自旋向下的流是相互独立，
毫不相干的。同样地行为在无相互作用的单量子点系统中也被发现[103]。
对于存在相互作用的量子点，即 SDCB和 DDCB情形，如图 5.3 (c)和 (f)，
自旋向上和自旋向下的互关联显示出了比较复杂的行为，即随极化的变化可正
可负。主要的特征总结如下。
(i) 对于 SDCB情形，如果电极的极化不是很强，而且点间耦合较弱，那么
第五章 耦合量子点中自旋流噪声 45
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.3
0.5
0.7
0.9
1.1
S ch /2e
S ch /2e
  
 
 
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
S sp /2e
(b)S sp /2e
  
 
 
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0
2
4
6
8
10
Polarization p
(c)
Polarization p
  
 
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0
1
2
3
4
(d)
N
oi
se
s  
fo
r 
N
oi
se
s f
or
 
  
 
(a)
图 5.4: 总电荷流和自旋流的噪声谱。他们可以通过对分立的自旋相关噪声谱的
适当组合【即通过方程 (5.12)】得到。这里所取的参数与图 5.3 中的参数一致。
互关联就为负的；但是如果电极的极化足够强的话，那么互关联噪声就可以变
成正的了。
(ii) 同样对于 SDCB情形，如果点间的耦合很强，那么无论电极的极化有多
强，互关联始终都是负的。
(iii) 对于 DDCB情形, 如果点间的耦合较弱，那么互关联始终都是负的。
(iv) 同样对于 DDCB 情形，但是当点间的耦合很强的时候，互关联根
据电极的极化可分为两种情况。当极化很强时，它是正的，而且可以是强的
超-Poisson行为；而当极化很弱时，互关联就是负的。
我们注意到，自关联中存在超-Poisson行为时不一定意味着正的互关联，如
图 5.3(f)中点线所示的 SDCB情形。在此情形下，无论电极的极化如何，互关联
都是负的。这里一个简单的和清晰的对互关联的正负性的理解仍然还有待挖掘。
它似乎比自关联中的超-Poisson行为更为微妙。
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表 5.2: 单独的自旋相关噪声谱，以及总的电荷流和自旋流噪声在 p = 0极限下，
对应于的不同情形的结果。
噪声 S↑↑αα (S↓↓αα) S↑↓αα (S↓↑αα) Schαα Sspαα
(i) eI¯0
Γ4−2Γ2Ω2+8Ω4
(Γ2+4Ω2)2
0 2eI¯0
Γ4−2Γ2Ω2+8Ω4
(Γ2+4Ω2)2
2eI¯0
Γ4−2Γ2Ω2+8Ω4
(Γ2+4Ω2)2
(ii) eI¯s
9Γ4+14Γ2Ω2+28Ω4
9(Γ2+2Ω2)2
−2eI¯s (11Γ2+4Ω2)Ω29(Γ2+2Ω2)2 2eI¯s 9Γ
4−8Γ2Ω2+20Ω4
9(Γ2+2Ω2)2
2eI¯s
(iii) eI¯d
Γ4+6Γ2Ω2+84Ω4
(Γ2+10Ω2)2
−2eI¯d (7Γ2+8Ω2)Ω2(Γ2+10Ω2)2 2eI¯d Γ
4−8Γ2Ω2+68Ω4
(Γ2+10Ω2)2
2eI¯d
5.4.3 总电荷流和总自旋流噪声
总电荷流和总自旋流噪声就是对上面的分立的自旋相关噪声谱的适当组
合，即方程 (5.12)。所有的的结果都已经显示在图 5.4中，其中的噪声谱特性如
超-Poisson，次-Poisson行为可以相应的用它们分立的自旋相关噪声谱来加以
理解。
一个值得注意的结果是在 DDCB情形下的中的自旋流噪声。我们发现无论
电极的自旋极化，以及点间的耦合强度怎么变化，它总是表现为 Poissonian行
为，如图 5.4(b)和 (d)中所示。类似的自旋噪声谱的 Poissonian行为在单量子点
的 Coulomb阻塞区也被发现[103]。
最后，我们考虑以上所有的结果在 p = 0极限下的情况。在这种无自旋极
化的情形，我们可以得到简单的解析表达式，见表 (5.2)。我们把它作为对图 5.3
和图 5.4中数值结果的补充。
5.5 小结
首先，我们把前一章中的粒子数分辨的量子主方程推广到了自旋分辨的量
子主方程。然后类似地，利用它建立了一套系统的计算自旋流，以及自旋相关
的噪声谱的方法。
基于这一方法，我们研究了铁磁电极/耦合量子点/铁磁电极这样一个系
统的自旋相关的噪声谱。由于点间隧穿耦合的调制，以及 Coulomb 相互作
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用和电极自旋极化的相互作用，导致了丰富的噪声行为，如自关联噪声谱的
超-Poissonian，Poissonian行为，以及正定的和负定的互关联噪声等一系列新奇
的现象。同时，这些特殊的噪声行为也为我们揭示内部的各种动力学，以及能
级结构提供了一个有力的工具。

第六章 利用耦合量子点输运测量量子比特
前几章介绍了不同量子点体系中的电子输运特性，如电流，噪声谱等。尤
其是对于耦合的双量子点结构，我们对它的输运特性进行了比较深入的研究。
这一章，我们将讨论利用耦合的量子点系统作为测量量子比特（bit）的器件，并
研究它的测量特性。
6.1 简介
近年来，固态介观体系中的量子测量问题引起了越来越大的兴趣[30, 45,
108, 88, 4, 56, 53]。除了大量理论上的研究之外，目前实验上也取得了很大进
展[13, 106, 85, 117, 37, 126, 57, 41]。在这些工作中，人们主要集中于研究两种典
型的测量仪器，即量子点接触（QPC）[4, 48, 76, 71, 45, 99, 22, 107, 6, 80, 78] 和
单电子晶体管（SET）[108, 30, 88, 21, 59, 44, 53, 96]。最近，已经有人开始建议
采用双量子点 SET作为替代的电荷测量仪器[42, 12, 11, 113, 43, 44]。和单量子
点测量仪器相比，双量子点具有一下优点：（i）对温度要求不需过低；（ii）它可
以探测静电简并的电荷态之间的快速跃迁[12]，射频操作已经在实验上得到演
示[11]；（iii）双量子点测量仪器能够探测双量子比特（qubit）的纠缠[113]；（iv）
最重要的是，双量子点探测器在对抗噪声方面更具优越性[43]。
正是由于双量子点测量仪器的这些优点，对它的测量动力学的理解也
成为当务之急。这里，我们对双量子点测量仪器的测量特性，如电流对比
度（visibility），信噪比（signal-to-noise）等作进一步的研究。
6.2 模型介绍
测量装置如图 6.1所示。电荷量子比特的模型为一对耦合的量子点加一额外
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图 6.1: 利用双量子点单电子晶体管对固态量子比特的测量示意图。
电子。探测仪器则为双量子点 SET。整个系统可以用一下的 Hamiltonian描述
H =H0 +H
′ (6.1a)
H0 =HS +
∑
k
(²Lk c
†
kck + ²
R
k d
†
kdk) (6.1b)
HS =
∑
i=a,b,c,d
Eia
†
iai + Ω(a
†
aab + a
†
baa) + Ωd(a
†
cad + a
†
dac)
+
∑
i=a,b
∑
j=c,d
Uijninj + Ucdncnd (6.1c)
H ′ =
∑
k
(ΩLka
†
cck + Ω
R
k a
†
ddk +H.c.) ≡ a†cfc + a†dfd +H.c. (6.1d)
这里，a†a(aa), a†b(ab), a†c(ac), a†d(ad), c†k(ck) and d†k(dk) 分别为量子比特，测量仪
器的双量子点，以及电极中的电子产生（消灭）算子。在下面的处理中，我们把
隧穿 Hamiltonian H ′作为微扰。那么上面自由的 Hamiltonian, H0，就包括测量
仪器的双量子点，电极，被测量子比特，以及它们之间的 Coulomb相互作用。
此外，我们还假定双量子点测量仪器工作在强 Coulomb阻塞区，即双量
子点上最多只能占据一个电子。因此，参与输运的就只有下面三个态，即 |00〉,
|10〉, 和 |01〉。这里0 和1 分别代表态的空占据和单占据，它们在“| · · · 〉”中的顺
序为双量子点测量仪器的左边和右边量子点。对于被测量子比特，它有两种逻
辑状态，即格点态 |a〉和 |b〉。为了简单起见，我们假设每个点里面只有一个束缚
态。我们所研究的整个仪器的测量原理如下：如果被测量子比特处在状态 |b〉，
测量仪器的两个状态 |10〉和 |01〉几乎简并；而当量子比特处在状态 |a〉时, 由于
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相对较强的 Coulomb相互作用 Uad，这两个状态将会远离共振。由此导致的双
量子点测量仪器的不同电流就可以用来区分被测量子比特的不同状态。
6.3 粒子数分辨的主方程
在约化描述当中，测量仪器的双量子点以及被测量子比特是我们所感兴趣
的，而两边的电极被作为环境处理。首先第一步要得到关于约化系统的主方程。
同时，为了使主方程和测量仪器的输出相联系，我们需要粒子数分辨的主方程。
根据以前的关于主方程的工作[108, 56, 53, 44, 78, 79]，我们得到
ρ˙(nR) =− iLρ(nR) − 1
2
{[a†c, A(−)c ρ(nR) − ρ(nR)A(+)c ] + a†dA(−)d ρ(nR) + ρ(nR)A(+)d a†d
− [a†dρ(nR+1)A(+)d + A(−)d ρ(nR−1)a†d] + H.c.}. (6.2)
这就是“nR”-分辨的量子主方程，其中“nR”是隧穿过右边电极的电子数。关于
隧穿过左边电极的电子数的量子主方程可以类似的得到。方程 (6.2)中的超算符
定义为 A(±)α = C(±)α (±L)aα，而 C(±)α (±L)为电极的谱函数，它是电极的关联函
数的 Fourier变换，即 C(±)α (±L) =
∫ +∞
−∞ dtC
(±)
α (t)e±iLt，其中 C(+)α (t) = 〈f †α(t)fα〉
以及 C(−)α (t) = 〈fα(t)f †α〉。另外，Liouville超算符 L定义为 L(· · · ) = [HS, · · · ]。
在本征态表象下，任何关于 L的函数都可以简单的通过把 L代替为本征态能级
差而得到。
6.4 输出特性
这里 ρ(n) 包含了关于测量的丰富信息。我们可以得到关于隧穿电子数的几
率分布，输出电流以及噪声谱。显然的，几率分布函数为 P (nR, t) = Trρ(nR)(t)，
其中的求迹是对约化系统的自由度。那么，通过右边电极的电流就可以表达为
IR(t) =
∑
nR
Tr{nRρ˙(nR)} = 1
2
Tr{[a†dA(−)d − A(+)d a†d]ρ(t) + H.c.}, (6.3)
这里，ρ(t) =∑nR ρ(nR)(t)，其中 ρ(t) 满足通常的非条件性的主方程。它可以通
过方程 (6.2)对“nR”求和得到。
下面推倒噪声谱的表达式。整个回路的电流是左右电极电流的线性叠加，
即 I(t) = aIL(t) + bIR(t)。这里的系数 a和 b依赖于测量仪器结间电容，且满足
a + b = 1[9]。再考虑到电荷守恒，即 IL = IR + Q˙，其中 Q为测量仪器双量子
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点上的电荷。最后得到 I(t)I(0) = aIL(t)IL(0) + bIR(t)IR(0)− abQ˙(t)Q˙(0)。相应
的，噪声谱就可以表达为三部分的和
S(ω) = aSL(ω) + bSR(ω)− abω2SQ(ω), (6.4)
其中，SL/R(ω)为左右电极隧穿电流的噪声谱，而 SQ(ω)刻画量子点上的电荷涨
落。
对于 SL/R(ω)，由MacDonald公式可得
Sα(ω) = 2ω
∫ ∞
0
dt sin(ωt)
d
dt
〈n2α(t)〉, (6.5)
其中，〈n2α(t)〉 ≡ Σnαn2αTrρ(nα)(t) = Σnαn2αP (nα, t). 再利用方程 (6.2)，我们进一
步得到
d
dt
〈n2α(t)〉 = Tr[2J (−)α Nα(t) + J (+)α ρ+H.c.], (6.6)
其中的粒子数算符定义为 Nα(t) ≡∑nα nαρ(nα)(t)，以及超算符定义为
J (±)α (· · · ) =
1
2
[A(−)µ (· · · )a+µ ± a+µ (· · · )A(+)µ ]. (6.7)
最后一个方程中，如果 α = L那么 µ = c，以及如果 α = R则 µ = d。
根据以前的工作[83], 在频率空间计算更为方便。把方程 (6.6)代如(6.5)就得
到
Sα(ω) =2ωIm[Tr{2(J (−)α N˜α(ω) + [J (−)α N˜α(−ω)]†)
+ (J (+)α ρ˜(ω) + [J (+)α ρ˜(−ω)]†)}], (6.8)
其中，N˜α(ω) = ∫∞
0
dtNα(t)eiωt, 以及 ρ˜(ω) = ∫∞
0
dtρsteiωt。注意，ρst为密度矩阵
的稳态解，是不依赖于时间的。因此我们有 ρ˜(ω) = iρst/ω. Nα(ω)为 Nα(t)的
Fourier变换，它可以通过解一组联立的线性方程组得到，参见文献[83]。
量子点上的电荷涨落谱定义为
SQ(ω) =
∫ ∞
−∞
dτ〈N(τ)N +NN(τ)〉eiωτ
= 4Re
[∫ ∞
0
dτS(τ)eiωτ
]
, (6.9)
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图 6.2: 有限温度下，双量子点测量仪器在不同点间耦合强度：(A) Ωd/Γ =
0.1；(B) Ωd/Γ = 1.6以及 6.4情况下的电流对比度 p = |∆I|/I¯ = 2|∆I|/(Ia+Ib)。
作为比较，单量子点 SET的结果在也放在（A）的插图中，其中 Ua 为被测量
子比特处在“a”状态与 SET 的 Coulomb 相互作用。我们给出了双量子点在
不同温度下的结果，T/Γ = 0，1.6，以及12.8（分别对应于实线，虚线，点线）；
而对于单量子点我们给出了5种不同温度下的结果，T/Γ = 0, 0.4, 1.6, 6.4 以
及12.8（分别用“1”, “2”, · · · , and “5”标记）。对于双量子点测量仪器，在 Ωd较
小时，结果很难分辨，如（A）中所示；而在 Ωd 较大时，对温度有较大依赖性，
如（B）中所示。相反地，对于单量子点 SET则发现，它的电流对比度对温度
更加敏感。整个计算过程中，我们假设 ΓL = Γ，以及用 Γ作为能量单位。另
外，在这个图中，我们还取了 ΓR = Γ。另外的参数如下：Ec = Ed = 0，以及
Uac = Ubc = Ubd = 0，µL = 10Γ，以及 µR = −10Γ。
这里我们引入了 S(τ) = 〈N(τ)N〉，其中的平均是针对整个系统的，因此它
可以进一步表示为 S(τ) = TrTrB[U †(τ)N U(τ)NρstρB], 其中 U(τ) ≡ e−iHτ，
以及 N 是双量子点上的电荷数算符。利用求迹下的算符轮换性质可以得到
S(τ) = Tr[Nσ(τ)]，以及 σ(τ) ≡ TrB[U(τ)NρstρBU †(τ)]。显然的，σ(τ)与 ρ(τ)满
足同样地方程。唯一的差别就是初始条件不同。σ(τ)的初始条件为 σ(0) = Nρst。
最后得到电荷的涨落谱为 SQ(ω) = 4ReTr[Nσ˜(ω)]。
6.5 电流对比度
基于以上这些公式，我们就可以研究双量子点测量仪器地输出特性
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图 6.3: 信噪比和对称性依赖关系：（A）ΓR-依赖性，和（B）电容耦合依赖关系。
主要的参数和图 6.2中的一样，除了一下的几个参数：Ω = Ωd = 0.2Γ，以及温度
T = 0。在（A）图中，我们假设对称的电容耦合，即 a = b = 1/2，Coulomb相互
作用强度分别为(1)Uad/Γ = 12，(2) Uad/Γ = 6，(3) Uad/Γ = 3，(4) Uad/Γ = 2，
以及(5) Uad/Γ = 1。在（B）图中，除了被测量子比特靠近双量子点右边的结
果（实线）外，我们还作了靠近左边量子点的结果（虚线）。对于前者，Uac = 0
以及 Uad = 6Γ；而对于后者，Uad = 0以及 Uac = 6Γ。对于这两种情况，这里都
取了 ΓR = 2Γ。
了。第一个刻画测量仪器地物理量是电流对比度，定义为 p = |∆I|/I¯ =
2|Ia − Ib|/(Ia + Ib)。在图 6.2中，我们作了对比度与测量仪器和被测量子比特互
作用强度“Uad”的关系，其中让温度和点间耦合强度“Ωd”作为比较的参数。通
过比较图 6.2 (A)和 (B)，我们发现，通过增加相互作用强度 Uad，Ωd的值越小，
对比度越容易趋向于理想值2。另外，我们还发现，双量子点的另一优点是它对
温度更具有“容忍性”。从图 6.2，我们看到在适当的参数条件下，有限温度不会
敏感的改变双量子点测量仪器的工作状态，尤其在 Ωd 较小的情况下，如图 6.2
(A)所示。相反地，对于单量子点测量仪器，如图 6.2 (A) 中的插图所示，其对比
度对温度则相当的敏感。以上所有的这些性质均可以通过双量子点和单量子点
的共振隧穿来加以理解。
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6.6 测量仪器的信噪比
除了对比度之外，另外一个描述量子测量仪器的参数就是信噪比（signal-
to-noise ratio），也被称为噪声谱的 peak-to-pedestal比。与文献[44]不同（它采
用了电容不对称的模型，即 a = 0以及 b = 1），下面我们考虑任意的电容耦合
对称性。另外，我们还特别的考虑了以下对称的耦合情况，即 a = b = 1/2。值
得注意的是，如图 6.3所示，我们发现信噪比敏感地依赖于 ΓR，其中 ΓR是右边
电极地隧穿几率，也正是与被测量子比特较近的地方。这一特性与文献[44]中发
现的基本一致。
在图 6.3 (B)中，我们显示了电容耦合对称的效应。我们发现信噪比将会在
对称的情况下，即 a = b = 1/2时达到最大值。这是因为双量子点上的电荷涨落
对总的噪声谱的贡献是负的，因此很大程度上抑制了背景噪声。所以，信噪比
在对称电容耦合情况下是最大的。
另外，在图 6.3 (B)中，实线和虚线的结果分别代表了被测量子比特靠近双
量子点中的右边或左边量子点。这个显著的结果反映了仪器另外一个有趣的对
称性效应。
值得注意的是，ΓR 和 Ωd 是实际中可控的两个参数。为了更全面地对他们
进行了解，我们还作了信噪比与 ΓR 和 Uad 的关系图，如图 6.4所示。在适当的
参数条件下，双量子点测量仪器的信噪比可以达到量子点接触测量仪器地上限
4[70]。这与 Gurvitz等人的结论[53, 44]有较大不同。他们的结论是单量子点和
双量子点测量仪器是灵敏的测量仪器，但不能达到 QPC的理想程度。通过调节
隧穿耦合使得 ΓR >> ΓL，Gurvitz等人发现信噪比可以得到很大程度的提高。
但是它们的计算都是在电容非对称耦合的情况下得出的，即 a = 0以及 b = 1。
在这种情况下，信噪比的上限为2。这里，正如图 6.3 (B) 中明显所示，在对称
条件下 a = b = 1/2信噪比可以达到最大，并且原则上可以接近 QPC地理想极
限4[70]。
上面我们讨论了三种不同的位型依赖关系：(i) 被测量子比特靠近双量子
点测量仪器左边－右边的关系；(ii) 与右边电极耦合的相对依赖关系（即 ΓR-依
赖），以及 (iii)电容耦合。下面简单的对（i）和（ii）进行讨论。
（i）如果 qubit靠近双量子点中的右边量子点，那么相互作用的时间比靠近
左边点要短。结果，由退相干引起的反作用也较小，因此导致较大的信噪比。
（ii）对于图 6.3 (A)中信噪比的 ΓR-依赖性要分两个方面进行讨论。一方
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图 6.4: 信噪比的三维图。这里所选的参数与图 6.3 (A)中的参数一致.
面，类似于上面的讨论，随着 ΓR的增大，被测系统和测量仪器的相互作用时间
就会减小，因此产生较大的信噪比。另一方面，对于双量子点测量仪器，对应于
不同 qubit状态的电流差随着 ΓR的增大，其行为是先增大后减小。综合这两方
面的因素，就导致了信噪比在图 6.3 (A) 中的特殊行为。
6.7 小结
前几章中我们系统的研究了耦合量子点的纯输运特性，即电流与噪声谱。
这一章，我们考虑了利用双量子点的输运作为量子比特测量仪器，并研究了它
的测量特性。
通过对电流对比度的研究发现，双量子点测量仪器与单量子点测量仪器相
比更能适应温度的变化。
此外，我们还讨论了双量子点测量仪器的另外一个重要参数，即信噪比。
我们重点研究了仪器的几何结构对测量的影响，如左右隧穿耦合强度的对称性，
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电容耦合对称性，以及被测量子比特靠近双量子点左侧或者右侧量子点等。我
们发现，在适当的对称性条件下，双量子点测量仪器的信噪比可以接近 QPC的
理想极限 4。

第七章 总结与展望
通过对隧穿 Hamiltonian作二阶微扰，然后再对电极的热库态求条件性的
平均，我们得到了关于约化系统密度矩阵的粒子数分辨的量子主方程。基于这
个方程，我们建立了一套系统的描述介观系统中电子输运特性的量子主方程方
法。我们所建立的这套方法具有较大的适用范围，以及在应用方面有很多优点，
如能够处理有限温度和有限电压的情形；对约化体系内的多体 Coulomb相互作
用、内在的量子相干动力学等都能很好的加以描述；对约化系统动力学的描述
也具有相当的优越性，更加适合用来研究电荷的涨落，以及电荷输运的全计数
统计等方面的研究。
此外，我们还介绍了这个方法在不同量子点系统中的应用。如无相互作用
的单能级系统；存在多体 Coulomb相互作用和 Zeeman分裂的量子点系统；以
及处于不同偏压区和不同 Coulomb相互作用强度的耦合双量子点系统。在验证
了前人的一些结果的同时，我们还推广并得到了一些新的结论，如从零频噪声
谱推广到了跟频率有关的噪声，以及耦合双量子系统中出现的独特的噪声谱等
行为。
我们还把粒子数分辨的量子主方程推广到了自旋分辨的量子主方程，并研
究了耦合量子点在铁磁电极中的自旋相关输运特性。由于铁磁电极的自旋极
化，Coulomb相互作用，以及双量子点间的隧穿耦合之间的竞争机制，使得自
旋相关的自关联以及互关联噪声谱表现出了丰富的行为。
最后，我们研究了双量子点系统作为量子比特测量仪器的输出特性。通过
对电流对比度的研究发现，双量子点测量仪器与单量子点测量仪器相比更能适
应温度的变化。此外，我们还讨论了它的信噪比，并发现在适当的对称性条件
下，双量子点测量仪器的信噪比可以接近 QPC的理论极限，从而达到理想的量
子极限测量。
最后简单的讨论一下对以后的工作的一些想法。目前我们所建立的
主方程是基于对隧穿 Hamiltonian作二阶展开得到的，因此描述的是所谓
的“sequential－tunneling”的过程。在某些情况下，如温度较低，系统和环
境耦合较强时，高阶的隧穿效应（如“cotunneling”[123, 115, 75, 33, 104, 20,
105, 109]，Kondo效应[124, 81, 97, 46, 91, 125, 102, 26, 86]）就会变得比较重
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要。为此，我们利用路径积分和谱密度展开的办法，建立 Hierarchical运动方
程来非微扰地处理量子耗散问题[60, 127]。它的优点是能够很好的处理低温以
及non-Markovian效应。如何将它应用于电子输运系统，并处理高阶隧穿效应等
问题将是今后工作的重点研究方向之一。
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